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Abstract

Global illumination provides viewers with important cues that enhance un-

derstanding of shapes, materials and spatial relationships in a virtual scene and

can signi�cantly improve the realism of computer synthesized images. While

global illumination is desirable in many interactive applications, the computa-

tional expense has been limiting its use to o�-line applications. Recently, many

researches focus on integrating global illumination into interactive applications

such as illumination design, virtual reality systems and computer games, and

precomputation-based methods have been commonly used to reduce the runtime

computation cost.

In this dissertation, we will focus on developing precomputation-based ren-

dering techniques to enable interactive global illumination. Two novel methods

are introduced.

In the �rst method, we sample the intersections of lines in a discretized line

space with scene objects using a two-step scan conversion algorithm. Results

are organized into a new visibility representation, namelyintersection �eld, or

i-�eld in short. At runtime, the i-�eld can be queried to accelerate the line-

scene intersection computation that required in light energy propagation. By

reformulating the rendering equation and decomposing illumination into indirect

irradiance and a product of direction irradiance and visibility ration, we are able

to develop a GPU-based implementation to further improve runtime performance.

By leveraging the line space coherence of intesection samples, we also develop a

run length encoding technique fori-�eld compression.

In the second method, we represent low-frequency lighting,reectance and

visibility by spherical harmonics(SH) vectors. Scene geometry is modelled as a

set of spheres; relatively few spheres capture the low-frequency blocking e�ect of

complicated geometry. At runtime, we compute the product ofvisibility vectors

for these blocker spheres as seen from each receiver point. Instead of computing

an expensive SH product per blocker as in previous work, we perform inexpen-
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sive vector sums to accumulate the precomputedlog of blocker visibility. SH

exponentiation then yields the product visibility vector over all blockers. We

show how the SH exponentiation required can be approximatedaccurately and

e�ciently for low-order SH, accelerating previous CPU-based method by a factor

of 10 or more, depending on blocker complexity, and allowingreal-time GPU

implementation. We call this method SHEXP.

In addition to the two methods which account for macro-scalelight trans-

portation, we also develop two methods to render meso-scalelighting e�ect.

Local, deformable precomputed radiance transfer(LDPRT) is integrated with

SHEXP to render bi-scale radiance transfer for deformable objects. Another

algorithm extend the bi-scale radiance transfer to all-frequency lighting and vis-

ibility, for which the main di�culty lies in the huge matrix t hat transfers the

source lighting into the local incident radiance. We develop a novel bicluster-

ing algorithm to losslessly compress the transfer matrix and achieve interactive

rendering under all-frequency dynamic lighting.

Keywords: Rendering, Global Illumination, Precomputation, Spherical Har-

monic, Bidirectional Reectance Distribution Function, Bidirectional Texture

Function, Precomputed Radiance Transfer, Biclustering
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 M ¥ é A �
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• 
 ? ˜ Ú ü $ ˜ m ž Ñ § Sloan3 2003c J Ñ 
 ˜ ‡ Ä u à a Ì � ©

Û £ Clustered Principal Component Analysis§ CPCA ¤ � PRT Ø   • { [34]§ |

^ M � 1 m ë Y 5 5 ? 1 à a § ¿ é Ó ˜ à a ¥ � 1 ? 1 Ì � © Û 5 � � ˜ ‡
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(a) é Ë ì Ý ? 1 ý O Ž (b) PRT

ã 1.2: PRT† Ë ì Ý ý O Ž �é ' § Ú g [2]

$ ‘ ‚ 5 f ˜ m § ¿ • ; Ä • þ ± 9 � 1 • þ 3 ù ˜ $ ‘ f ˜ m S � Ý K " 3

Ø ² w K • ± ›Ÿ þ � œ ¹ e § ù ˜ Ž { U �� � 4� � Ø   ' ~ "

Ng� < J Ñ ^ � Å Ä 5 “ O ¥ � Ä [35]§ ¿ � ï K 1  � � Å L ˆ ¥ ý

é Š � u ˜ ½ K Š � © þ § 3 ± › ž O Ž ˜ ‡ D Õ Ý 
 † D Õ • þ � ¦ È "

Ú PRT • U L y $ ª 1 ì � J Ø Ó § T Ž { U 
 � � � ª 1 ì e � Ò K § 3 {

ü � | µ e § Ù ± › � Ç U 
 ˆ � � p ? § � ý O Ž ´ 3 ¶ 4 ˜ m ? 1 � § Ï

d Ø U | ± À : � C z " � , § � ª Ë � � Ý D Ñ • I ‡ • Œ � • ; þ " 3 ©

z [36]¥ § Ng� < ò � ª � † � 1 ì ² / ª z • 1  ! Œ „ 5 ± 9 BRDF � n 

È § ¿ © O ý O Ž Ú • ; Œ „ 5 Ú BRDF " Š ö ¢ y 
 ¹ k p 1 á Ÿ Ô N � |

µ ¥ � � ª ý O Ž Ë � � Ý D Ñ § ¿ | ± À : Ú 1  Ó ž C z " ,  § d u �

Å n  È � O Ž „ ´ ƒ � Ñ ž � § ù ˜ Ž { 3 � ž ¿ Ø U � � � p ? � ± › �

Ç " · ‚ 3 ã 1.3¥ ‰ Ñ 
 Ä u � Å n  È � � ª PRT ± › � J § Œ ± w � § �

ª PRT U 
 • Ð / L y p 1 á Ÿ § Ó ž § Ò K � > � • • • ° ( ˜ 
 "

• C § é ¶ Ì � < J Ñ 
 ˜ « Ä u ¥ ¡ » • Ä £ Spherical Radial Basis

Function¤ � � ª PRT • { [6]§ Œ Œ /   � 
 � ª PRT ¤ I � • ; ˜ m � m

• " SRBF́ ½ Â 3 ¥ ¡ þ � ¼ ê G(� � � ) § Ù ¥ � Ú � ´ ¥ ¡ þ � : §  Ǵ Ù ÿ

/ å l � ¼ ê § ; . � / ª X p d ¼ ê ½ C � � -Ñ t ¼ ê " Ú SHƒ ' § SRBFä

k • • ; — � |   § ù ¦ � Ù • · u • x 1  ½ Œ „ 5 ¼ ê � p ª A � § ~ X
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¯ „ C z � � Ý § Ú Œ „ 5 ¼ ê a � C z � > � � " ¦ + 3 ù • ¡ � Å Ä � L

y U å ¬ • r ˜ 
 § ,  SRBF� 1 w 5 ¦ � k • õ� ˜ m ë Y5 Œ ^ §  … 3

Ó � ‡ ê � X ê e § Ä u SRBF� 1  C q • ' Ä u � Å Ä � 1  C q • • °

( " Š ö | ^ 
 SRBF� ù 
 A : § J Ñ 
 ˜ « à a Ü þ C q £ Clustered Tensor

Approximation ¤ � Ø   •{ § �� 
 ü ‡ ê þ ? ± þ � Ø   ' "

3 ý O Ž ž § é ¤ k º : Š â BRDF Ú Œ „ 5 O Ž Ë � � Ý D Ñ § ¿ ò

Ù • � � ¦ Ý K � ˜ | ‰ ½ ¥ % Ú Œ » � SRBFþ � � é A �  § ù Ò � �


 PRT � � © ê â " , � Ï L ˜ ‡ S “ � ` z L § ò PRT ê â ? 1 © q � Ü þ

Ø   � � Û Ü • ` � Ü þ Ø Ú Ý K X ê " ( ½ 1  � SRBFL ˆ � L § K ‡ °

[ ˜ 
 § Ä k © O ` z SRBF� ¥ % Ú Œ » § , � 2 ^ • � � ¦ Ý K � � �  §

ù ˜ L § Ø ä S “ ? 1 † – � � ˜ ‡ Û Ü • ` � SRBF© ) § • � 2 Ï L é ¥

% ! Œ » Ú �  � Ó ž ` z 5 ? ˜ Ú ~ � C q Ø � "

5 ¿ � Ú SH± 9 � Å Ä ƒ ' § SRBF¿ š � � Ä § ,  d u Ä u p d ¼ ê

� SRBF� S È U 
 ) Û � ‰ Ñ § 1 ì O Ž ž U 
 ¯ „ � O Ž Š â 1  Ú D Ñ

¼ ê O Ž é A º : � ô Ú " , 	 § SRBF� / ª e § 1  � ^ = ´ › © N ´ ¢ y

� § • I Å ‡ ^ = SRBF� ¥ % = Œ "

ƒ ' � Å Ä  ó § SRBF� ` ³ 3 u Ù ‰ Ñ 
 � ª PRT � ˜ ‡ • • ; n �

L ˆ § “ d ´ ˜ ½ § Ý þ ã + 
 Ò K � Ÿ þ Ú é p 1 á Ÿ � L y "  Ù Ì ‡ ¯

K 3 u Ø   L § I ‡ � ý ? n ž m L • § é u ã 1.3¥ � { ü | µ § I ‡ 18‡ �

ž � ý ? n ž m § , 	 § ¦ + U 
 �� é p � ê â Ø   ' § ,  § é u ˜ m ë Y

5 � | ^ ´ 3 � ? n ¥ ¢ y � § Ï d 3 ý ? n � L § ¥ „ ´ I ‡ � ) Ú ? n Œ

þ � � ©ê â § ù Ã ¦• ¬ • › ù ˜ E â � ¢ S A^ "

1.2.2 Ä Ä Ä � � � | | | µ µ µ ¥ ¥ ¥ � � � ý ý ý O O O Ž Ž Ž Ë Ë Ë � � � � � � Ý Ý Ý D D D Ñ Ñ Ñ

é D Ñ Ý 
 ? 1 † � ý O Ž � • { • Œ � ¯ K ´ | µ ¥ Ô N ƒ m � ƒ é '

X Ã { Ä � U C § Ä K •; � M Ò ¬ ” � Š ^ § )û ù ˜ ¯ K � g ´ ´ é D Ñ Ý


 ? 1 © ) " JamesÚ FatahalianJ Ñ ˜ « ? n Ä � | µ ¥ / C Ô N � • { [37]§

¦ ‚ 3 Œ U – \ 3 Ô N þ � k • « � 	 å Š ^ e O Ž PRT § 3 ± › ž Ò Œ ± ±

� p ? � v Ç é ý O Ž ( J ? 1 Ü ¤ Ú \ £ ˜ " " ù ˜ • { � ¯ K 3 u é | µ �

Ä � 1 • – \ 
 ' � r � • › § Ã { ^u • ä ˜ „ 5 �Ä � | µ ¥ "

r S z � < J Ñ 
 ˜ « ¥ ¡ 1 Ë � D Ñ N � Ž { [38]§ Ø Ó u PRT § Š ö Ø
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(a) Ä u � Å Ä n  È � � ª PRT § Ú g [36] (b) Ä u ¥ ¡ » • Ä � � ª PRT § Ú g [6]

ã 1.3: � ª PRT � ± › ( J

= 3 Ô N L ¡ ? 1 ý O Ž æ � § „ 3 z ‡ Ä � Ô N � • Œ ¥ þ æ � § ^ ± O Ž

Ô N ƒ m � ƒ p Š ^ E ¤ � Ò K Ú ‡ � 1 " ��� ( J � •; 3 ¥ ¡ Ò KN � (

Spherical Shadow Map )Ú ¥ ¡ ‡ � N � ( Spherical Reection Map )¥ § © O ^

u ± › Ä � | µ ¥ � ^ Ò K Ú ƒ p ‡ � " T • { U 
 | ± ‚ ¸ 1  e � Û 1 ì

² � ± › § ¿ | ± Ô N 3 ˜ ½ ^ ‡ e � f N $ Ä " Ú PRT ¦ ^ SH5 £ ã 1  Ø

Ó § T • { I ‡ ò ‚ ¸ 1  © ) ¤ ê z ‡ • • 1  ¿ ò Ù ˆ g � J \ \ � � •

ª ± › ( J "

3 © z [3]¥ § ± & � < J Ñ 
 \ Ò K | "£ Shadow Field¤ � V g § é u | µ

¥ � z ˜ ‡ Ô N § Œ ± 3 Ù ± Œ � e Z æ � : ? ? 1 Œ „ 5 æ � § ¿ ò ( J •

; ¤ ñ 	 | £ Object Occlusion Field,OOF¤ " Ó � § é u 1  § • 3 æ � : ? ?

1 Ë � � Ý æ � § ¿ ò ( J • ; • Ë � � Ý | £ Source Radiance Field, SRF¤ "

± › ž § Ä k é OOFÚ SRF? 1 ü S § ¿ l C � � / | ^ ¥ � ¼ ê £ é $ ª Œ

„ 5 ¤ ½ � Å ¼ ê £ é � ª Œ „ 5 ¤ � ¦ È $ Ž 5 ? 1 ñ 	 � J U \ § , � Ï L

n  È $ Ž 5 O Ž • ª � X Ú Š " ã 1.4¥ ‰ Ñ 
 T Ž { � ± › ( J " 3 { ü |

µ ¥ § T Ž { U ¢ y $ ª 1 ì e � ¢ž ^ K ± › § 3 � ª 1 ì e § ± › � Ç ˜ „

$ u 1v z¦ " Š � ˜ J � ´ § T Ž { U 
 ¢ y E , Û Ü 1  e � Ä � | µ � 1

ì ² O Ž "

ù ˜ Ž { � ` ³ 3 u § d u Ò K | ´ † z ‡ Ô N ƒ ' � § Ø ‘ Ô N � ^ =

Ú ² £  U C § Ï d Ø 
 Ä � 1  ± 	 § � Ž { „ Œ ± | ± | µ ¥ Ô N � f N

$ Ä " Ó ž § Ó ˜ ‡ Ô N � Ò K | Œ ± 3 Ø Ó � ¢ ~ ƒ m ? 1  ^ § l  ~ �
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(a) $ ª 1 ì e �Ä � | µ (b) � ª  1 ì

ã 1.4: Shadow FieldŽ { � ± › ( J § Ú g [3]

ý O Ž ( J Ó ^ � • ; þ "  T Ž { � ¯ K 3 u ± › � Ç É • u ¥ � ¼ ê ½ �

Å ¼ ê � ¦ È $ Ž § Ã { | ± ' � E , | µ � ± › " , 	 § d u Ô N / C ò ¦

� ý O Ž � Ò K | ” � §  q Ã { 3 Ô N / C � é Ù Œ „ 5 ? 1 ¢ ž æ � § Ï

d § T Ž { Ã { | ± Ô N � / C "

� Å n  È � O Ž ´ › © Ñ ž � § \ „ ù ˜ O Ž ´ ¢ y � ª Ä � PRT � '

… " š • ¸ � < Ä u Ò K | µ e J Ñ 
 ˜ « ¯ „ O Ž � Å È � • { [39]§ U 


3 � ª 1 ì ² e ¢ y Ä � | µ ¥ � Ò K ± › § | µ ¥ � Ô N Œ ± ? 1 ² £ Ú  

˜ £ � Ø U ^ = ± 9 g d / C ¤ " Ù Ø % g Ž ´ | ^ � Å ¼ ê � � g ( � ± 9 Û

Ü |   � A 5 5 ï Ä ˜ „ 5 £ Ø • ‡ ê ¤ � � Å ¼ ê È $ Ž " Ä k § � Å ¼ ê´

ä k � g ( � � §  ˜ ‡ � Å Ä � � “ � |   Ñ Ø ¬ ‡Ñ T � Å Ä g � � |   §

¿ … § é u A ½ � � Å X Haar� Å § „ Œ ± | ^ Ù 5 Ÿ 5 ? ˜ Ú ~ � 3 È $ Ž

¥ I ‡ • Ä � Ä ¼ ê � | Ü §  ù Œ ± k � / J p � ª 1 ì O Ž � � Ç "

üX Ï L \ „ � Å È $ Ž E , Ã { J ø � p ? � v „ Ç § 3 [39]¥ § Š ö q

J Ñ 
 ˜ « Ä u … • � 1 ì O Ž •{ µ Just-in-time Radiance Transfer§ � Ÿ þ §

ù ˜ • { ´ Ä u e ã * 	 § � 1 ì È © ¥ • k ˜ ‘ u ) C z ž § Ù { ‘ � ¦ È

Œ ± … • e 5 ? 1  ^ §  ù ¿ › X Ó ˜ ž m S • U k ˜ ‡ Ô N u ) $ Ä § ½

ö ¤ k Ô N � ± · Ž § • k 1 $ Ä "

Ø U | ± Ô N � ^ = ´ ù ˜ • { � Ì ‡ ¯ K §  ù � Ÿ þ ´ d u � Å ¼ ê

^ = O Ž þ � Œ §  … Ø ´ u GPU¢ y § ¦ + � b � < 3 • C ‰ Ñ 
 ˜ « ¯ „

� � Å ^ = • { [40]§ ,  ü X / ( Ü ù ü « E â E J ± J ø ¢ ž � ± › v Ç "



12 Ä uý O Ž � � p ª � Û 1 ì ² ï Ä

, 	 § d u é U 
 Ó ž $ Ä � Ô N � ê þ ? 1 
 • › § ù ˜ • { 8 c é J ý �

� A^ � ¢ S ¥ "

Sloan� < J Ñ 
 ˜ « Û Ü Œ / C � ý O Ž Ë � � Ý D Ñ Ž { [41]§ 3 ý

O Ž � L § ¥ § Ï L ˜ ‡ S “ � ` z L § § U 
 ^ � þ � ‘ G � Å £ Zonal

Harmonics, ZH¤ 5 [ Ü Û Ü [ ! þ � Ë � � Ý D Ñ §  ý O Ž � ( J Š • « n
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) � Ò K � "

n þ ¤ ã § 8 c ÿ Ã Ž { U 
 ¢ y $ ª 1 ì e / C Ô N � ± › §  ù � ´

� © J Ñ � ü « Ž { I ‡ )û �  : ¯ K ƒ ˜ "

1.3 ^ ^ ^ K K K ± ± ± › › › E E E â â â

Ò K d Ô N ƒ m é 1 U D Ñ � ƒ p ñ 	 Ú å § ´ ¤ k � Û 1 ì ² � J ¥ •

•  ‡ � ˜ « § Ï • § U 
 k � / J ø Ô N �   ˜ ! Œ � ! / G Ú ƒ p ' X �

 ‡ & E § O r * 	 ö é | µ � n ) "

d { ü � ü ˜ : 1  ½ • • 1 � ) � Ò K � ¡ • \ M Ò K " £ Hard Shad-

ows¤ § Ù A : ´ š ~ b z � Ò K > . " é M Ò K  ó § | µ ¥ � : • k ü « G

� § ‡ Ø 3 Ò K ¥ § ‡ Ø 3 Ò K 	 " y ¢ ¥ � 1  Ñ ä k ˜ ½� ˜ m º Ý § Ï d

| µ ¥ � : „ k Œ U ? 3 ¤ ¢ � \ Œ K « " £ penumbra¤ ¥ § 9 1  � ˜ Ü © Œ

„ " L y 3 ± › ( J þ § Ò K > . ? A k • g , � L Þ " ù « Ò K q � ¡ • \ ^

Ò K "£ Soft Shadows¤ " ^ Ò K ' M Ò K J ø 
 • õ� ý ¢ a § Ï • Œ K « Œ ±

• < � ú « J ø • õ � ñ 	 Ô N Ú Ò K � Â Ô N ƒ m å l � & E § d 	 „ U ò

Ò K Ú | µ ¥ � Ù ¦ Ô N ² w / « © m 5 "

· ‚ � , Œ ± ^ Ë � Ý Ž { Ú Monte Carlo1 ‚ ‹ l Ž { 5 ) ¤ Ò K § � �

é ù ˜ A Ï ¯ K k • • p � � Ž { § ¿ U 
 | ^ ã / M ‡ �� é p � ± › � Ç §

Ù ¥ A ^ • • 2 • � Ò ´ Ò K N � £ Shadow map¤ Ž { [42]Ú Ò K N £ Shadow

Volume¤ Ž { [43]" 3 Ñ y ƒ Ð § ù 
 Ž { Ñ • U ? n n Ž : 1  ½ • • 1 § þ

 V 90c “ ¥ Ï ± 5 § ù ü « Ž { � © O * Ð � ^ 5 � ) ¡ 1  e ^ Ò K "
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1.3.1 Ä Ä Ä u u u * * * Ð Ð Ð Shadow Map � � � ^ ^ ^ K K K Ž Ž Ž { { {

Ò K O Ž ^ ˜ é { V ) Ò ´ é � @ 
 é 1  Ø Œ „ � Ü © §  ù ¢ S þ �

« 
 Ò K † Œ „ ¡ � ä Ž { � ' X § Ø L é Ò K O Ž  ó § · ‚ I ‡ 3 1  ?

? 1 Œ „ 5 O Ž " Ò K N � Ž { Ò ´ Ä k 3 1  ? ± › ˜ g § � � | µ � � Ý
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ƒ Ú 1  ƒ m k ñ 	 Ô § Ï d ? u Ò K ƒ ¥ " � c � Œ õ ê ã / M ‡ Ñ ¢ y 


1  ‹ I X � Ý � Ú � Ý ' � § Ï d U 
 p � / � ¤ Ò K N � Ž { ¤ I � Ä �
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é Ò K N � Ž { ? 1 * Ð Œ ± ^ 5 � ) ^ K § ˜ « g ´ ´ Ï L 3 ¡
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« • Œ U � ) � Œ � Ø � "

Parker� < J Ñ ˜ « Š â � Ý & E é ü ‡ Ò K N � ? 1 ˜   5 � � Œ K «

� • { [49]§ d u • I ‡ ü ‡ Ò K N � § ù ˜ Ž { � � Ç ' c A « Ñ p § § U
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•; "

n ‘ ˜ m ¥ � ˜ ^ † ‚ Œ ± ^ o ‡ ë ê £ ã § é u ; . | µ  ó § · ‚ Œ

± @ • ? ¿ † ‚ † | µ � � : ‡ ê � u , ˜ ‡ ‰ ½ � K Š £ ~ X 10¤ " ù � § ‰

½ ˜ ‡ | µ Ú æ � ° Ý § Œ ± Ï L ý O Ž ¼ � ¤ k æ � † ‚ † | µ � � : § l
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Ž { • ä ¢ ^ 5 º X Û | ^ ã / M ‡ 5 ¿ 1 / � ¤ Œ „ 5 �  � Ú 1 ì ² � O

Ž º 3 � Ù � ± e ˆ ! ¥ § · ‚ ò Ä k ‰ Ñ ‚ ˜ m £ line space¤ � V g § ¿ •[

0 � ï á 3 ‚ ˜ m ¥ � � : | � � E ! Ø   ! � Î Ú • # § Ó ž ? Ø | ^ ã / M

‡ � ¤ ¯ „ � Œ „ 5  �Ú1 ì ² O Ž � [ ! § • � ò ‰ Ñ ± › ( JÚ ? Ø "

3 � Ù ¥ § · ‚ b � | µ ¥ � ¤ k Ô N Ñ d n � / ¡ ¡ � 8 Ü L ˆ " 3 ¢

S A^ ¥ § ù ˜ b �´ Ü n � "

2.1 ‚ ‚ ‚ ˜ ˜ ˜ m m m

d u ý O Ž � ê â ( � � : | ´ ï á 3 ‚ ˜ m ¥ � § Ä k · ‚ ò ‰ Ñ ‚ ˜
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m � V g "

½ Â 2.1. n ‘ ˜ m ¥ ¤ k † ‚ � ¤ � 8 Ü ¡ • ‚ ˜ m "

d u n ‘ ˜ m � ? ˜ † ‚ Œ ± ^ o ‡ Õ á � ë ê (a; b; c; d) 5 £ ã § Ï d ‚

˜ m ´ ˜ ‡ o ‘ ˜ m § Ù ¥ � z ˜ ‡ :é A X n ‘ ˜ m ¥ � ˜ ^ † ‚ "

é u ˜ ‡ ‰ ½ � | µ  ó § Š � ' % � ´ ‚ ˜ m ¥ @ 
 Œ U † | µ k � :

� † ‚ " ? Û ˜ ‡ ¢ S A ^ ¥ � | µ Ñ ´ k . � § · ‚ F " † Ù ƒ ' � † ‚ 3

‚ ˜ m ¤ Ó � « • • ´ k . � § ù � â k Œ U é Ù ? 1 l Ñ z £ discretization¤

Ú æ � §  ù ‡ ¦ 3 é † ‚ ? 1 ë ê z ž�� ^ 
 E | "

2.1.1 � � � ‘ ‘ ‘ † † † ‚ ‚ ‚ � � � ë ë ë ê ê ê z z z

˜ ^ ² ¡ † ‚ Œ ^ y = ax + b5 £ ã § l  † é ó ˜ m £ dual space¤ ¥ �

: (a; b) é A " N ´ � y § é u ˜ ‡ ² ¡ þ � : § Ï L § � ¤ k † ‚ é A é ó ˜

m ¥ ˜ ^ † ‚ þ ¤ k � : " Ï d § é u ˜ ‡ ² ¡ þ � k . « • § Ï L § � ¤ k

† ‚ é A é ó ˜ m ¥ � : 7 , � ¤ 
 ˜ ‡ Ã . � « • § ù � ò ¦ � æ � Ã { ?

1 " · ‚ ò ² ¡ þ � † ‚ © ¤ ü ‡ f ˜ m § ¿ © Oë ê z X e µ

I = f l(a; b)jl : y = ax + b;jaj � 1g

II = f l(a; b)jl : x = ay + b;jaj < 1g (2.1)

† * / ` § é u @ 
 � � Ç ý é Š Ø Œ u 1� † ‚ § ^ y = ax + b 5 L « ¶ é u

� � Ç ý é Š Œ u 1� † ‚ § ^ x = ay + bL « " ù � § é u ˜ ‡ ² ¡ þ � k . «

• § Ï L § � ¤ k † ‚ � N � � ü ‡ f ˜ m ¥ § ¿ … k ± e ½ n ¤ á µ

½ n 2.1. Ï L ² ¡ þ � ˜ ‡ Ý / « • � ¤ k † ‚ N � � é ó ˜ m ¥ � k . «

•

2.1.2 n n n ‘ ‘ ‘ † † † ‚ ‚ ‚ � � � ë ë ë ê ê ê z z z

é u n ‘ ˜ m ¥ � ? ¿ ˜ ^ † ‚ l § · ‚ Œ ± ò Ù Ý K � ˜ ‡ Ä ² ¡ £ z =

0¤ þ " Ï L 2.1.1£ ã � • { • ù ‡ Ý K ( ½ ˜ ‡ � � | (a; b) " ù ‡ Ý K ( ½ 


˜ ‡ R † u Ä ² ¡ � ² ¡ slice(a; b) " 3 ù ‡ ² ¡ þ § l ´ ˜ ^ ² ¡ † ‚ § Ó � Œ

± Ï L þ ã • { • Ù ( ½ ˜ ‡ � � | (c; d) " Ï L ù « • ª § ? ¿ ˜ ^ n ‘ † ‚
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Œ ± ^ o � | (a; b; c; d) 5 L « " Š � • Ñ � ´ § þ ã ë ê z • { ò ‚ ˜ m ¿ ©

¤ 
 o ‡ f ˜ m § Ï d 3 æ � † ‚ S Ò ƒ 	 § „ I ‡ f ˜ m � S Ò 5 • ˜ ( ½

˜ ^ † ‚ " � d u ù o ‡ f ˜ m � 5 Ÿ ´ � � a q � § • 
 Q ã � { ' § e ©

¥ · ‚ ò † � ^ (a; b; c; d) 5 L « ˜ ^ † ‚ §  � Ñ Ù ¤ á � f ˜ m "

2.1.3 ‚ ‚ ‚ ˜ ˜ ˜ m m m l l l Ñ Ñ Ñ z z z 9 9 9 ææ æ � � � † † † ‚ ‚ ‚

d ½ n 2.1Œ ± N ´ /� Ñ ± e í Ø £ y ² Ñ ¤ µ

í Ø 2.2. Ï L n ‘ ˜ m ¥ Ý G « • � ¤ k † ‚ N � � ‚ ˜ m ¥ � k . « •

é u ˜ ‡ ‰ ½ � n ‘ | µ § · ‚ ' % Ï L Ù • Œ Ý � ¤ k † ‚ § d þ ã í

Ø ù 
 † ‚ � N � � ‚ ˜ m ¥ � k . « • " ‰ ½ o ‡ ‘ Ý þ � © E Ç § ù ‡

« • Œ ± � { ü / l Ñ z l  � � ˜ ‡ l Ñ � ‚ ˜ m L 4
" Ù ¥ � z ‡ � ƒ Ñ

´ ˜ ‡ š K � ê o � | (i; j; k; m ) § é A n ‘ ˜ m ¥ � ˜ ^ † ‚ § ¡ ƒ • æ � †

‚ £ line sample¤ " • { ' å „ § e © ¥ ò † � ¡ L 4
• ‚ ˜ m " I ‡ • Ñ § þ ¡ ù

« ë ê z • { e Ã { L ˆ † Ä ² ¡ R † � † ‚ § Ï • ù 
 † ‚ 3 Ä ² ¡ þ � Ý

K ò z • : " 3 $ � ´ § 3 L 4
¥ § · ‚ k† ù a † ‚ v 
 �C � æ � † ‚ "

2.2 � � � : : : | | |

‰ ½ ˜ ‡ n ‘ | µ Ú Ù é A � ‚ ˜ m " ˜ ‡ | µ Ô N � � : | ½ Â X e µ

½ Â 2.2. ‚ ˜ m ¥ z ^ æ � † ‚ † Ô N � � : � P ¹ e 5 ¿ ^ S ü � / ¤ �

( � ¡ • � : |

2.2.1 � � � E E E

é u ˜ ‡ | µ Ô N § � E � : | � L § Ò ´ � ) T Ô N � ¤ k � ¤ ¡ ¡ †

‚ ˜ m ¥ ¤ k æ � † ‚ ƒ m � � : § ¿ U ì ‚ ˜ m ^ S ? 1 ü S � L § "

2.2.1.1 � � � : : : P P P ¹ ¹ ¹

� : | � Ä � ü   ´ � : P ¹ " ˜ ^ � : P ¹ Œ d n � | (p; l; T) £ ã §

L « æ � † ‚ l † n � / ¡ ¡ T ƒ � u n ‘ ˜ m ¥ � : p" ‰ ½ † ‚ l § �

: p(xp; yp; zp) d ˜ ‡ ë ê û ½ § Œ ± ^ � : ë ê t L « " • 
 O Ž { ü § · ‚
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ã 2.1: Ï L ü ? � × £ = † � ) ¡ ¡ � � : P ¹

P ¹ � ´ p3 l � Ì © þ ¶ £ = � x; � y; � zƒ ¥ l C z • ¯ � • • ¤ � Ý K " , 	 §

· ‚ ^ S • ; � : P ¹ … æ ^ þ ! � l Ñ z § Ï d ¢ Ú Š Ò Œ ± é N ´ / ¼

� l � ë ê " ù � Ò �� 
 ˜ ‡ ; n � � : P ¹ � L ˆ / ª (t; T ) § • I ‡˜ ‡2

: ê Ú ˜ ‡ š K � ê = Œ £ ã ˜ ‡ � : "

é u ˜ ‡ | µ Ô N § · ‚ H { Ù ¤ k ¡ ¡ § ¿ é ¤ k � ¡ ¡ ¦ ^ ü ? � ×

£ = † 5 � ) † Ù ƒ ' � ¤ k � : P ¹ § X ã 2.1¤ « " · ‚ Ä k ò ¡ ¡ Ý K �

Ä ² ¡ þ § Ï L ² ; � × £ = † Ž { Œ ± ¼ � ¤ k † ¡ ¡ 3 Ä ² ¡ þ � Ý K ƒ

� � ² ¡ † ‚ (ai ; bj ) § 3 d ù 
 † ‚ ( ½ � † Ä ² ¡ R † � ² ¡ slice(ai ; bj ) þ §

2 ¦ ^ × £ = † Ž { 5 ¼ � ¤ k † slice(ai ; bj ) Ú n � ¡ ¡ T ƒ � � ¤ k æ � †

‚ " 3 × £ = † � L § ¥ § Œ ± é N ´ /�� � : ë ê t " · ‚ 3 Ž { 1¥ ‰ Ñ 
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• 
 J ø é Ä � | µ � | ± § · ‚ 3 ý ? n ž • | µ ¥ � z ‡ Ô N © O ï

á ˜ ‡ � : | §  Ø ´ • � ‡ | µ ï á ˜ ‡ � Û � � : | " ù � ‰ ¿ › X 3 $

1 ž I ‡ � 	 � O Ž 5 © Ü ˆ ‡ Ô N � : | ¥ � � : P ¹ §  ¼ � � Ð ? ´ §

Ä k § � | µ ¥ Ô N U C ž § · ‚ • I • # $ Ä Ô N � � : | §  ¤ k · � Ô N

� � : | Ñ U ��  ^ ¶ Ù g § Ï • k • õ� ‚ ˜ m ƒ ' 5 Œ ^ § • z ‡ Ô N ©

O ï á � � : | • ´ u Ø   £ „ 2.2.3¤ ¶ • � § X J Ó ˜ Ô N 3 | µ ¥ k õ ‡ ¢
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Algorithm 1 ‰ ½ ˜ ‡ Ô N � ) † ƒ ƒ ' � � : P ¹

Ñ \ : Ô N � ‚ � . M

Ñ Ñ : ¤ k† M ƒ ' � � : P ¹

1: for all M � � ¤ ¡ ¡ T do

2: ò T Ý K � Ä ² ¡ þ

3: for all ai (i = 0; 1; ;; N � 1,N • æ � © E Ç ) do

4: × £ = † T � Ý K § �� ¤ k† Ù ƒ � � (ai ; bj )

5: for all slice(ai ; bj ) do

6: ¼ � slice(ai ; bj ) † T � � ‚ ã s

7: for all ck(k = 0; 1; : : : ; N � 1) do

8: × £ = † s

9: for all † sƒ � � † ‚ (ck ; dm ) do

10: Ñ Ñ � : P ¹ (t; T ) � (i; j; k; m ) ü �

11: end for

12: end for

13: end for

14: end for

15: end for

3 2.2.1.1¥ · ‚ 0 � 
 � ) � : P ¹ � L § § � : P ¹ ´ U ì ¡ ¡ � ^

S � ) Ñ 5 � § � ´ I ‡ U ì ‚ ˜ m ¥ æ � † ‚ � ¢ Ú � ^ S ? 1 ü S " †

Ó ˜ æ � † ‚ � ƒ ' � � : P ¹ � | C ¤ ‚ P ¹ £ line record¤ § 3 ˜ ^ ‚

P ¹ ¥ § � : P ¹ U � : ë ê � , S ü S " · ‚ ò � ¡ … ² 1 � ‚ P ¹ 8

Ü f l (ai ; bj ; ck ; dm )jm = 0; : : : N � 1g? ˜ Ú | C ¤ • P ¹ " 3 • P ¹ ¥ § ˜ � ‚

P ¹ £ é A Ø † � ¤ Ô N � ? Û ¡ ¡ ƒ � � æ � † ‚ ¤ Ñ � � Ñ K 
 " • 
 U
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é A æ � † ‚ ¢ Ú (i; j; k; m ) ¥ � • � ˜ ‡ ë ê " Ó � § · ‚ • Ø • ; ˜ � • P

¹ §  ò ¤ k • P ¹ � å © / Œ • ; 3 ˜ ‡ n ‘ � ¢ Ú L ¥ " � ‡ � : | � (

� X ã 2.2¤ « "

2.2.2 � � � Î Î Î

‰ ½ æ � † ‚ � ¢ Ú (i; j; k; m ) § 3 � : | ¥ � Î ƒ ' � ‚ P ¹ ´ š ~ N ´
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ã 2.2: � : | � ( � £ Ø   c ¤
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2.2.3 Ø Ø Ø      

5 ¿ � Ó ˜ • P ¹ ¥ § ƒ � � æ � † ‚ ¤ � � � ¡ ¡   ´ ƒ q � § •

? ˜ Ú � § X J ˜ | † ‚ † Ó ˜ ¡ ¡ ƒ � § K Ù � : ë ê 7 , � ¤ � � ê � "

· ‚ | ^ 
 ù ˜ 5 Ÿ é � : | ? 1 Ã › Ø   " é u † Ó ˜ ¡ ¡ ƒ � � ˜ | †

‚ µ f l (ai 0; bj 0; ck0; dm )jm = m0; m0 + 1; : : : ; m0 + �m; 0 < m 0 < m 0 + �m < N g§

- ƒ ' � � : ë ê � ¤ � � � ê � � ú � • � " K Œ ¦ ^ e ã � i § ? è £ Run
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� ê â a . µ

RLE LR :=

�m : � / i §

m0 : � / 1 ˜ ^ † ‚ � ¢ Ú

n : � / � : ‡ ê

IR [0; : : : ; n � 1] : RLE IntersectionRecord

RLE IntersectionRecord :=

T : � / � �� n � ¡ ¡ � ¢ Ú

t : 2 : å © � � : ë ê

� : 2 : � � ê � � ú �

) Ø   � L § A � Ø Ú \ � 	 � O Ž þ § 3 ^ S � é � L § ¥ § � u ÿ

� RLE LR ž § · ‚ ò T P ¹ 6 • e 5 § ¿ 3 U Y � é � L § ¥ Ï L { ü � \

\ �� � : ë ê " RLE LR ¥ � i § Œ ± ^ 5 Š • Ö � ( å � � â "

2.2.4 • • • # # #

� | µ ¥ � Ô N u ) U C £ • ) ² £ ! ^ = Ú / C ¤ ž § I ‡ • # � : | "

' u � : | � • # § k ü « ; . � ü Ñ "

Ù ˜ ´ Ï L � ? × £ = † � �  # � E " � Ô N u ) / C ž § • U æ � ù

« ü Ñ " � E � : | � × £ = † Ž { ´ Ñ Ñ ¯ a £ output sensitive¤ � § E , Ý

• O(n) § Ù ¥ n• Ñ Ñ � � : P ¹ � ‡ ê " 3 $ � ´ § é u ˜ m ª Ý � � � Ô

N § Ù ƒ ' � � : P ¹ ˜ „ Ø ¬ � õ § Ï d 3 $ 1 ž � �  # � E � : | ´ Œ

1 � " · ‚ ò 3 2.4¥ ? ˜ Ú ? Ø ä N � $ 1 ( J "

Ù � ´  ^ � 5 � � : | § • P ¹ e C † � Ý 
 " � é Ô N ? 1 ² £ Ú ^

= ž § Œ ± æ � ù « ü Ñ " � l C †� � � : | ¥ ¼ � � : P ¹ ž § I ‡ Ï L P

¹ e 5 � C † Ý 
 ò æ � † ‚ C † � $ Ä � � ‹ I X ¥ ? 1 � Î " I ‡ • Ñ �

´ § d u æ � ° Ý k • § · ‚ é k Œ U Ã { 3 C † � � � : | ¥ ° ( / é � T

æ � † ‚ §  • U ò  Ï é ¦ Œ U �C T æ � † ‚ � P ¹ § ù ò Ú \ Ø � " � N

´ y ² § Ï L ù « • ª Ú \ � Ø � ´ k . � § Ù þ . � ' u æ � ° Ý�� ê "

3 ¢ S ¥ § · ‚ n Ü 
 þ ã ü « ü Ñ " 3 ^ r › › | µ ¥ � Ô N $ Ä � L

§ ¥ § A ^ þ ã 1 � « • # ü Ñ §  ^ � k � � : | §  ã + ˜ ½ � ± › Ÿ þ "

� � p ¥ Ž ž § K I  # � ) � : | § ¼ � • p � ± › Ÿ þ " ù « • { o � 


• A „ Ý Ú ± › � Ÿ þ § 3 ¢ S ¥ ¼ � 
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2.3 1 1 1 ì ì ì O O O Ž Ž Ž

3 � ! ¥ § · ‚ ò £ ã X Û Ï L � : | 5 ¯ „ / 3 Ô N L ¡  � Œ „ 5 &

Ò § ¿ | ^ ã / M ‡\ „ 1 ì O Ž "

2.3.1 O O O Ž Ž Ž � � � . . .

X J • • Ä Ô N L ¡ � û ‡ � § K Ô N L ¡ ? ˜ :� Ë ì Ý £ irradiance)Œ

± ^ e ª L « µ

E(p) =
X

k

F (p; Sk) + G(p) (2.2)

Ù ¥ F (p; S) L « † � 5 g 1  S� Ë ì Ý ¶ G(p) L « ² L ˜ g ± þ � ƒ p ‡

� £ inter reection ¤ � ˆ p:� 1 U � ) � Ë ì Ý " · ‚ ? ˜ Ú b � 1  � º Ý

� � u 1  † Ô N m � å l § K F (p; S) Œ ± C q / L ˆ ¤

F (p; S) =
Z

S
h(p; dS) � vis(p; q)dS �

Z

S
h(p; dS)dS �

Z

S

vis(p; q)
AS

dS = H (p; S) � V(p; S) (2.3)

Ù ¥ h ´ ^ Ë � � Ý �  ¼ ê [83]N › L � 1  [ © ü � dS� Ë � � Ý § 3

O Ž h � L § ¥ � � � Ñ Œ „ 5 � K • " vis(p; q) £ ã : pÚ dS¥ % : q� Œ „

5 § eþ ã ü : ƒ m ƒ p Œ „ K • 1§ Ä K • 0" V (p; S) ´ Œ „ Ý ¼ ê § £ ã 
 é

: p ó S� Œ „ Ü © ¡ È † S� o ¡ È AS � ' ~ " H (p; S) ´ 3 1  L ¡ é h È

© � ( J § ¡ • Û Ü Ë ì Ý ¼ ê " H � O Ž ´ ˜ ‡ Û Ü $ Ž :• I ‡ • � 1  †

� ì � �:� & E Ò Œ ± � ¤ "  V � O Ž K ´ � Û � " Ï L þ ¡ C q § · ‚ ò

Û Ü $ Ž l � Û $ Ž ¥ © l m 5 § l  Œ ± N ´ / ˜ � GPU¥ ¢ y " é u V § Œ

| ^ � : | 5  � § ù Ò ; • 
 $ 1 ž � ¦ � O Ž " ù ˜ © ) ‘ 5 � , ˜ Ð ?

´¦ � | µ U C ž é V Ú H � • # Œ ± © O ? 1 § · ‚ ò 3 2.3.3¥ ? Ø "

b � | µ ¥ � ¤ k Ô N Ñ d ë ê z � n � � ‚ £ ã " ë ê z d ˜ ‡ �

‘ « n ˜ m ¥ þ u � n ‘ ˜ m ¥ : p� V • N � � £ ã " Ï L ù ˜ N � § Œ

• z ˜ ‡ Ô N M Ú z ˜ ‡ 1  S• ; Û Ü Ë ì Ý « n £ Local Irradiance Map,

LIM ¤ HM;S (u) = H (�( u); S) ! Œ „ Ý « n £ Visibility Ratio Map § VRM ¤ VM;S (u) =

V(�( u); S) " Ó ž • z ˜ ‡ Ô N • ; ˜ ‡ m � Ë ì Ý « n £ Indirect Irradi-

ance Map§ IIM ¤ GM (u) = G(�( u)) " 3 û ‡ � ‚ ¸ ¥ § : p� Ñ � Ë ì Ý Œ ±
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ã 2.3: 1 ì O Ž � .

3 GPU¥ • e ª O Ž µ

E(p) =
� X

k

HM;S k (u) � VM;S k (u)
�

+ GM (u) (2.4)

1 ì O Ž � � . X ã 2.3¤ « § Ù Ø % ´ n a « n LIM § VRM ± 9 IIM � O Ž §

ò 3 e ˜ !? 1 •[ � ? Ø "

Š � 5 ¿ � ´ § · ‚ Ú \ û � L ¡ � • › == ´ • 
 { z� ¡ � ± › L § §

¦ � ± › U 
 3 GPU¥ ¢ y § ù ˜ • › ¿ Ø ´ � : | ¤ � k � " T T ƒ ‡ § �

: | ¢ S þ Œ ± � ^ 3 A � ¤ k � � Û 1 ì ² O Ž µ e ¥ 5 ; • $ 1 ž � ¦ �

$ Ž " Ó � § ù p Ú \ � " 1  º Ý � � u 1  † Ô N å l " � b � • • ´ Ñ u

{ z ± › ¢ y � • Ä " ¦ + ù ˜ b � é k 
 | µ 5 ` Œ U Ø ˜ ½ ¤ á § � Ï L

é 1  ? 1 ¿ © Œ ± ) û ù ˜ ¯ K " ¯ ¢ þ § 1  � ¿ © [ Ý � ^ 5 3 ± › Ÿ

þ Ú ± › „ Ý ƒ m Ï � þ ï µ 1  ¿ © � [ § Ø � Ò � � § ,  ± › Ò ƒ A / �

ú "

2.3.2 1 1 1 ì ì ì O O O Ž Ž Ž

| ^ OpenGL� Render-to-Texture* Ð [84]§ · ‚ Œ ± | ^ ã / M ‡ � ¿ 1

? n U å 5 ¯ „ � ) 1 ì O Ž ¤ I � Û Ü Ë ì Ý « n ! Œ „ Ý « n Ú m � Ë
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ã 2.4: Ï L Œ „ 5 æ � * Ñ � ) Œ „ Ý « n

ì Ý « n §  ; • 
 Ñ ž � l ã / M ‡ ¥ Ö £ � Ì • � ö Š " · ‚ æ ^ õ H ±

› £ multi-pass rendering¤ 5 © O � ) ù 
 « n "

Û Ü Ë ì Ý « n £ LIM ¤ � O Ž · ‚ • z ‡ Ô N M Ú1  S� ) ˜ ‡ LIM " O

Ž � L § › © { ü µ ò 1  S¿ © ¤ e Z ‡ f 1  f � Si g§ ¿ ò 1  r Ý ± 9 ù


 f 1  � & E § • )   ˜ ! ¡ È Š • ~ þ D 4 � ” ƒ X Ú ì £ pixel shader¤

¥ § ù � Û Ü Ë ì Ý Œ ± 3 GPU¥ • e ª O Ž µ

HM;S (u) �
X

i

h(�( u); qi )� Si (2.5)

Ù ¥ qi ´ � Si � ¥ % "

· ‚ ‹ m O Ž LIM � ” ƒ X Ú ì � ± › � ¤ M � z ˜ ‡ n � ¡ ¡ § ò º :

� n ‘   ˜ � Š n ‘ « n ‹ I § ± º : � « n ‹ I Š •   ˜ " ù � ƒ � u † �

r Ë ì Ý� Š ± › � « n ˜ m ¥ § ± › � ( J Š •« n é – •; 3 w • ¥ "

Œ „ Ý « n £ VRM ¤ � O Ž · ‚ Ï L Œ „ 5 æ � * Ñ £ visibility sample

splatting ¤ � • { 5 3 Ô N L ¡  � 1  � Œ „ Ý " X ã 2.4¤ « ‰ ½ ˜ ‡

Ô N M L ¡ � : p = �( u) § • 	 § 3 M þ � � • B(p) § � ö d �( B (u; � 1)) ½

Â " ù p B(u; � 1) ´ u 3 « n ˜ m ¥ � Œ » • � 1 =
p

jJ (u)j � 1 � � 0 � � / � • "

 J (u) ´ u :� ä Œ ' Ý 
 … � 0 • ˜ ‡ ý k ‰ ½� ~ þ " · ‚ Ï L � Î L 4
¥ ¤ k
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† B(p) Ú Sk � � æ � † ‚ 5 ¼ � � :é f (pj ; qj )jpj = l j \ B (p); qj = l j \ S; lj 2

L 4g§  Œ „ Ý Œ • e ª O Ž µ

VM;S (u) �

P
j vis(pj ; qj ) � w(J (uj )(u � uj ))

P
j w(J (uj )(u � uj ))

(2.6)

Ù ¥ pj = �( uj ) § …

w(x) =

8
<

:
exp

�
� 3jj x jj 2

� 2
0

�
kxk � � 0;

0 kxk > � 0

; J (uj ) =
@�
@u

(uj ) (2.7)

ù p ¢ S þ ´ ^ æ � † ‚ † 1  � � : f qj gŠ • æ � : ¿ ± pj † p� å l kp �

pj k � k J (uj )(u � uj )k� p d ¼ ê Š • �  5  � 1  S' u : p� Œ „ Ý " ù

« • { a q u EWA[85]" � ) VRM � – è 3 Ž { 2¥ ‰ Ñ " þ ã Ž { • z ‡ Ô

Algorithm 2 O Ž VRM � – è

Ñ \ : Ô N � ‚ � . M § 1  S

Ñ Ñ : Œ „ Ý « n VM;S (u) § « n é – ¢ Ú • VRMT

1: ¼ � � :é f (pj ; qj )jpj = l j \ B (p); qj = lj \ S; lj 2 L 4g

2: ò · Ü � ª� •  + 8 I § ò « n VRMT � • ± › 8 I

3: for all (pj ; qj ) do

4: uj  � � 1(pj ); c  vis(pj ; qj )

5: ò « n Ý 
 � • J � 1(uj )

6: ± þ ! X Ú � ª £ at shading ¤ ± › ˜ ‡ b k Gaussian« n � • ¬ § ô

Ú • (c;1:0; 0:0)§ ¥ % 3 uj § > • • � 0

7: end for

N Ú z ‡ 1  � ) 
 ˜ Ü « n § « n � ù Ú © þ é A 2.6� © f § É Ú © þ é A

© 1 § ý � � Œ „ Ý Œ ± 3 • � � Ü ¤ ž O Ž �� "

3 ¢ S ¥ § · ‚ ? U 
 ü ? × £ = † Ž { £ Ž { 1¤ 5 ¼ � Ï L1  SÚ B(p) �

¤ k æ � † ‚ § 3 � ) Ä ² ¡ þ � † ‚ ž Ò Ï L Œ » K Š G Ø B(p) ƒ 	 � slice§

3 1 � ? × £ = † � ž ÿ 2 G Ø B(p) ƒ 	 � æ � † ‚ " du Ã Ø 3 Ä ² ¡ „ ´

3 n ‘ ˜ m ¥ § Ñ Œ ± ¯ „ O Ž : � † ‚ � å l § þ ¡ é × £ = † Ž { � ? U

é u � Ç Ø ¬ k ² w � K • " Ó ž § T Ž { E, � ± 
 Ñ Ñ ¯ a � A 5 "
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ã 2.5: Ï L « n ˜ m þ � \ \ $ Ž � ) m � Ë ì Ý « n

m � Ë ì Ý « n £ IIM ¤ � O Ž Œ ± ¦ ^ 1 f ‹ l [86]5 � [ 1 f 3 Ô N ƒ m

� ƒ p ‡ � § Ï L m � ‡ � � ˆ Ô N L ¡ � 1 f � U þ 3 « n ˜ m � \ \ § ¿

± IIM � • ª •; "

Ä k § l z ‡ 1  L ¡ u � Ñ ˜ ½ ê þ � 1 f § Ù u � • • ± 1  L ¡ �

{ • • ¥ % Ñ l { u © Ù " · ‚ ‹ l z ‡ 1 f 3 | µ ¥ � D Ñ § † � § � á Â

½ ö u Ñ � m ˜ ˜ m ¥ � " ‹ l � L § Ú Jensen� £ ã [86]a q " 3 [86]¥ § 1 f

� •; 3 ˜ m ² ï kd-ä ¥ § ¿ Ï L ˜ ‡ 1 f Â 8 � L § 5 �� À ‚ • • � Ë �

� Ý § ?  ´ é A ” ƒ � ô Ú " ù ˜ L § ´ š ~ Ñ ž � § Ï ~ I ‡ ž Ñ A › ©

¨ � › A � ž " d u b � | µ ¥ Ñ ´ û � L ¡ § ù ¿ › X Ã I P ¹ ¤ k ù 
 1

f � \ � • • §  Œ ± † � 3 « n ˜ m ? 1 \ \ 5 � [ 1 f U þ 3 Ô N L ¡ �

Š ^ " é u ¤ k � Ô N M á Â � 1 f § � Ù \ � : 3 p§ · ‚ 3 T Ô N « n ˜ m

¥ ± � � 1(p) • ¥ % § ± › ˜ ‡ ý ½ Œ � ! b k Gaussian« n • ¬ "

d u ‚ ˜ m � © E Ç k • § 3 1 f ‹ l � L § ¥ § · ‚ • U ± ‚ ˜ m ¥ †

1 f ´ » • � C � æ � † ‚ 5 C q 1 f � ý ¢ D Ñ ´ » " X ã 2.5¤ « § l 1 

L ¡ � q: • v • • u � � 1 f ò C q / ÷ L 4
¥ • � C T ´ » � æ � † ‚ l D Ñ "

· ‚ 3 � : | ¥ ¼ � l é A � ‚ P ¹ § ¿ � � ‚ C q� � : P ¹ q0
§ ± 9 ÷ 1 f c

? • • q0
� e ˜ ^ � : P ¹ p1 § ^ � ö 5 C q T 1 f 3 Ô N M þ � \ � : "

w , § ù « C q Ø Œ ; • / ¬ Ú \ Ø � §  … ù « Ø � ¬ ‘ X 1 f 3 | µ

¥ � ‡ �  Ø ä / \ \ " Ø L d u m � 1 ì ˜ „ 5 ` ‡ � � u † � 1 ì §  |

µ ¥ q Ñ ´ û � L ¡ § ˜ „ 1 f 3 2� 3g ‡ � ƒ S Ò � á Â 
 " 3 · ‚ � ¢ �

¥ § ù « Ø � � A � ) � K • ¿Ø î  "
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2.3.3 1 1 1 ì ì ì • • • # # #

þ ¡ £ ã 
 X Û | ^ GPU5 ¯ „ / � ¤ 1 ì O Ž § � | µ ¥ � Ô N u ) C

z ž § • ‡ ƒ A / • # 1 ì O Ž ( J " Ú Û Ü 1 ì ² Ø Ó § é � Û 1 ì ²  ó §

? Û ˜ ‡ Ô N � U C Ñ Œ U Ï L 1 � õ g ‡ � K • � | µ ¥ � Ù ¦ Ü © §  3

z ˜ v  # O Ž � Û 1 ì ² ´ J ± « É � § Ï d ù p � ] Ô ´ X Û ¿ © / | ^

ƒ ' 5 5 ¦ Œ U � / • # 1 ì O Ž "

Ä k § d u · ‚ ò 1 ì © ) ¤ • LIM ! VRM Ú IIM § ¿ • z ‡ Ô N © O •

; ù 
 « n § � | µ C z ž § Ò Œ ± © O / • # I ‡  # � ) � « n §  �

3 @ 
 Ø É K • � O Ž ( J " Ù g § � : | Œ ± � w Š ˜ « ‚ ˜ m � \ „ (

� £ acceleration structure¤ ¿ ^ 5 ¯ „ / £ O Ñ @ 
 É K • � « • £ « n ¤ "

· ‚ r | µ C z © • 6a § ¿ � é z a C z � Ñ 
 I ‡ • # � O Ž ( J §

X L 2.1" ± 1 ˜ 1 • ~ § � ˜ ‡ 1  S0� á 5 £ X ô Ú ¤ u ) C z ž § • I ‡

• # é A u 1  S0 Ú é S0 Œ „ � Ô N � LIM § • î ‚ � £ ã ´ f HM;S (u)jS =

S0 … M é S0 Œ „ g¶ · ‚ • Ø I ‡ • # ? Û VRM § � I ‡ • # ¤ k � IIM § Ï •

1  á 5 � C z ¬ d 3 / Ï L Ô N ƒ m ƒ p ‡ � é ¤ k Ô N u ) K • ¶ Ó � §

• Ã I • # ? Û � � : | " a q / § Œ ± é z ˜ a | µ � U C ? 1 © Û ¿ � Ñ

I ‡ • # � O Ž ( J "

· ‚ • z ˜ ‡ VRM ‘ o ˜ ‡ / � " I “   " § e é T VRM ƒ ' � Ô N M Ú

1  S ó ¤ k � vis(pj ; qj ) Ñ ´ 0§ K ò T   ˜ 1" Ï L ù ‡ I “   § Œ ± ¯ „ /

� ä Ñ Ô N M é 1  Ś Ä • Œ „ "

• 
 ¯ „ G Ø ’ ½ Ø á u M � Ò K I £ shadow volume¤ ¥ � Ô N § Œ ± 3

× £ = † � L § ¥ • z ‡ Ô N 3 Ä ² ¡ � z | ² 1 ‚ ‘ o ˜ ‡ � å ‰ Œ § Ó ž

• z ˜ ‡ • P ¹ • ‘ o ˜ ‡ � å ‰ Œ § ù 
 ‰ Œ Œ ± � ^ 5 � Å / G Ø K ’ ½

Ø á u M Ò K I � Ô N "

2.4 ( ( ( J J J 9 9 9 ? ? ? Ø Ø Ø

· ‚ 3 ˜ � Intel 2.4GHz CPU/NV6800w k /3G S • � Å ì þ ¦ ^ OpenGL

1.5 Ú NVIDIA � Cg¢ y 
 þ ¡£ ã � � Û 1 ì ² Ž { "

2.4.1 Ÿ Ÿ Ÿ þ þ þ

± ›Ÿ þ é Œ § Ý þ û ½ u ‚ ˜ m L 4
� © E Ç N § X ã 2.6¤ « µ
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L 2.1: | µ U C 9 é A � I ‡ • # � O Ž ( J

| µ C z a O LIM VRM IIM � : |

A Û 1  A Û 1  A Û

1 1  Sá 5 U C é SŒ „ S - - ¤ k -

2 Ô N M á Ÿ U C M é M Œ „ - - ¤ k -

3 1  Sf N $ Ä é SŒ „ S ¤ k S ¤ k -

4 1  Sg d / C é SŒ „ S ¤ k S ¤ k S

5 Ô N M f N $ Ä M é M Œ „ M 9 M � Ò K ¤ k ¤ k -

I ¥ � Ô N

6 Ô N M g d / C M é M Œ „ M 9 M � Ò K ¤ k ¤ k M

I ¥ � Ô N

L 4
� ˆ ‡ ‘ Ý ¿ Ø � d § aÚ c† • • ƒ ' §  bÚ d† å l ƒ ' " é g , / §

· ‚ I ‡ • ˆ ‡ ‘ Ý © O À J © E Ç § P • Nac Ú Nbd" • p � © E Ç ¿ › X 3

) ¤ VRM ž U 
 • • ° ( / 3 Ô N L ¡  � Œ „ 5 & E § Ó ž 3 O Ž IIM ž •

U • ° ( / ‹ l 1 f ´ » " 3 ) ¤ VRM ž § � p d Ø Œ » � 0 ‡ ' u Nbd" ¿ • ˆ

‡ | µ À � ƒ Ó � Nac § Ï L ¢ � · ‚ u y Nac = 76£ é A 5,776‡ • • ¤ ž 5 U

Ú Ÿ þ U � � � Ð þ ï " Nbd� À J K ‡ Š â | µ • Œ Ý † Ž ‡ L y � • � [

! � º € � ' ~  ½ " , 	 ˜ ‡ k ¿ g � y – ´ § � Nac Ú NbdØ p ƒ ž § L 4
¥

� æ � † ‚ ¬ Ñ y ± Ï 5 � ® à : § ù « � A k ž ÿ ¬ é ± › ( J � ) K • "

Ï d · ‚ o ´ À J p ƒ � Nac Ú Nbd" X J Ø A O • ² § � ! e ¡ ‰ Ñ � ¤ k (

J Ñ ´ 3 76� 127� 76� 127� © E Ç e ��� "

LIM ! VRM Ú IIM � © E Ç • ´ © O ( ½ � § < � ú « é † � 1 ì ² ' m

� 1 ì ¯ a § Ï d LIM Ú VRM � © E Ç ‡ � � ƒ é p ˜ 
 " LIM � © E Ç ‡ Š

â Ô N L ¡ [ ! § Ý  ½ § é u [ !� � � Ô N § ~ X p ¡ Ú S ¡ § LIM � © E

Ç Œ ± � � é $ £ 32� 32¤ §  é u [ ! � õ � Ô N § X ‘ B d Þ ” § K I ‡ •

p � © E Ç £ 256� 256¤ " VRM � © E Ç ´ Š â Ô N � L ¡ È 5 À J � "
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(a) 64x32x64x32 (b) 64x64x64x64 (c) 64x128x64x128

(d) 128x64x128x64 (e) 128x128x128x128 (f) 132x127x132x127

ã 2.6: d Ä u Ø Ó © E Ç ‚ ˜ mï á � � : | ��� ± › ( J

2.4.2 5 5 5 U U U

� ) � : | ¤ s � ž m � û u Ñ Ñ � � : P ¹ � ê þ §  � ö Ú Ô N �

L ¡ È ± 9 ‚ ˜ m � © E Ç ƒ ' §  † � ¤ Ô N � ¡ ¡ ê þ ' X Ø Œ " · ‚ ¦

^ Ø Ó Œ � ! Ø Ó ¡ ¡ ê � ‘ B d Þ ” � . 5 é � : | � � E ž m ? 1 ÿ Á §

( J X ã 2.7¤ « § ã ¥ o ^  ‚ © O “ L � . ¡ ¡ ê • 10k� 40kž ¤ I � × £

= † ž m ‘ � . Œ � � C z " Œ ± w Ñ § � E � : | � ž m É ¡ ¡ ê K • Ø

Œ £ 40k� � . � = † ž m = • 10k� . � 1.5� 2.5� ¤ "

• 
 ÿ Á Ž { 5 U § · ‚ � E 
 n ‡ | µ § X ã ¤ « " | µ 1d ˜ ˜ 3 ˜ ‡

² ¡ þ � ü ‡ Ô N � . ± 9 ˜ ‡ º 1  � ¤ ¶ | µ 2́ ˜ ‡ ˜ ˜ 
 ˜ ‡ S f �

� ’ m § S ¡ þ { ˜ 
 ‘ B d Ú Ê K Ž � Þ ” § | µ ¥ k ü ‡ 1  § ˜ ‡ ¡ È �

Œ � È ‘ Ú 1    u Â º N C § , ˜ ‡ ´ � � � É Ú 1  ¶ | µ 3́ ˜ ‡ ˜ ˜ 


õ ‡ � . � x I § | µ ¥ k n ‡ 1  § Ì 1 3 Â º N C § , 	 ü ‡ � � � 1 
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ã 2.7: � : | � � E ž m § î ‹ I • Þ ” • Œ ¥ Œ »

L 2.2: ý O Ž 9 ± › Ž { 5 U Ú O

| µ nM nT S0 LIM VRM IIM TS TO

N S T N T S T

1 3 37767 14.1 3 4.9 15.3 9.6 61.5 2.4 30.9 4.3 112

2 30 57545 72.6 60 6.7 76.4 19.4 309.5 4.3 141.3 7.8 535

3 29 87001 113.0 87 14.6 87.3 25.7 335.0 7.0 194.5 9.2 626

© O   u ü ý � Ð « � þ "

· ‚ 3 L 2.2¥ ‰ Ñ 
 3 n ‡ | µ ¥ ÿ � � Ž { 5 U " Ù ¥ § ˜ m Œ �

± î i ! O § ž m ± Î ¦ O § VRM � ‡ ê † LIM ƒ Ó § IIM � ê þ † Ô N ‡

ê ƒ Ó " nM Ú nT © O L « Ô N ! 1  Ú ¡ ¡ ‡ ê § S0 L « � : | ¤ Ó ˜ m "

3 LIM ! VRM Ú IIM ƒ e � Ñ � ê â § N “ L « n ‡ ê § S“ L ¤ Ó ˜ m § T “ L

) ¤ ž m " TS “ L Š â n « « n 3 GPU¥ U ª 2.4O Ž¤ Ñ ž m § TO “ L o ± ›

ž m " 3 O Ž LIM ž § z ‡ 1  Ñ � ¿ © ¤ 25‡ f 1  "

· ‚ 3 L ‚ 2.3¥ é z ‡ | µ ¥ Ø Ó � C z a O ‰ Ñ 
 • • • [ � v „ Ç

‰ Œ § ã 2.9 ‰ Ñ 
 é 1  ? 1 ö Š � � Û 1 ì ² � C z œ ¹ " ã 2.10Ú ã 2.11

‰ Ñ 
 U C Ô N « n ! £ Ä Ô N ± 9 é Ô N ? 1/ C � � 1 ì ² C z œ ¹ "
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d u � : | Ó ^ � • ; ˜ m ‘ X © E Ç ± O(N 4) � „ Ý O • § Ï d ˜ m �

Ç é Œ § Ý þ û ½ 
 Ž { � Œ �   5 " l ÿ Á � ( J 5 w § Ä u i § ? è � Ø

  •{ £ „ 2.2.3¤ ´› © k � � § é u @ 
 º Ý é Œ  q ƒ é ² " � Ô N § ~ X

p ¡ Ú S ¡ § · ‚ � Ø   • { U 
 | ^ ‚ ˜ m ƒ ' 5 ò � : | • ; þ Ø   10�

± þ " é u º Ý ƒ é � �  L ¡ [ ! q ' � E , � Ô N § ~ X ‘ B d Þ ” § U


 | ^ � ‚ ˜ m ƒ ' 5 ¿ Ø õ " ,  § d u ‚ ˜ m ¥ Œ þ � æ � † ‚ Ñ Ø ¬ †

ƒ ƒ � §  ˜ � ‚ P ¹ q Ø ^ � •; 3 � : | ¥ § ù ¿ › X é u ù a Ô N § � :

| � •; þ • U 
 �� k � � › › £ „ L 2.2¤ "

L 2.3: Ø Ó ^ r ö Š ž 1 ì • # � v „ Ç ‰ Œ

| µ ö Š é – ö Š a . • # v Ç (fps)

1 1  f N C † 7.01� 10.85

g d / C 6.21� 9.63

Ô N f N C † 8.31� 24.82

2 1  f N C † 1.67� 4.53

g d / C 1.46� 2.25

Ô N f N C † 3.61� 8.12

3 1  f N C † 3.00� 5.12

g d / C 1.23� 2.15

Ô N f N C † 3.46� 7.94

g d / C 1.95� 2.41
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ã 2.8: ^u ÿ Á � n ‡ | µ .

(a) £ Ä | µ 3�º 1 

(b) é | µ 3�º 1  ? 1/ C

ã 2.9: é 1  ? 1 � ö Š

(a) | µ 2� ˜ ‡ Û Ü À ã (b) U C S ¡ � « n (c) £ Ä ‘ B d Þ ”

ã 2.10: U C Ô N « n Ú é Ô N f N $ Ä � • # 1 ì O Ž

(a) | µ 3� ˜ ‡ Û Ü À ã (b) é s ´ ? 1/ C (c) ? ˜ Ú / C

ã 2.11: / Cö Š § 1 ì O Ž • # v „ Ç • 1:9 � 2:4v / ¦
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� Û 1 ì ² � 8 � ´ ¦ O Ž Å U 
 � ) • p ý ¢ a � ã ” § ù é Œ § Ý þ

� û u ˜ ‡ U O ( ‡ N Ô n y ¢ � � . § Ä k ´ 1  � � . " 3 � @ � � Û 1

ì ² Ž { ¥ §   ¦ ^ › © { ü � 1  � . § ~ X : 1  ! • • 1 ± 9 { ü �

¡ 1  § ù † y ¢ ¥ ý ¢ � 1  ƒ � $ � " ù ´ @ Ï � � Û 1 ì ² Ž { � ) �

ã ”   ˜ ú Ò U † ¢ S û � � ì ¡ « © m 5 � ˜ ‡  ‡ � Ï "

ý ¢ � 1    5 g u ˆ ‡ • • § ù ‰ � Û 1 ì ² � O Ž ‘ 5 
 é Œ

� ( J § Ï • é \ � • • � È © ¬ ‘ X 1  ¡ È � O Œ  ž Ñ • õ � ž

m " Sloan� < 2002c J Ñ � ý O Ž � Ì � D 4 £ Precomputed Radiance Trans-

fer§ PRT ¤ [2]• { ) û 
 ù ˜ ¯ K " PRT • | µ ¥ � z ‡ º : ý O Ž ¿ P ¹ é

Ø Ó ª Ç © þ � Ä 1  � • A § d u 1  � Š ^ Œ ± ‚ 5 U \ § ù ¿ › X Œ ±

ò ± ¥ ¡ ¼ ê / ª £ ã � ? ¿ ‚ ¸ 1  3 ª • ? 1 © ) § ù � ± › ž • I ò ˆ

‡ © þ � • A Ü ¤ Ò Œ ± �� | µ é u ‚ ¸ 1  � • A "

Sloan� ý O Ž ´ é � ‡ | µ ? 1 � § ù ¦ � ¦ � • { Ã { ? n Ä � � |

µ § Ï • | µ ¥ ? Û Ô N � C z Ñ ò ¦ � ý O Ž � ( J ” � " ± & � < 3 2005c

J Ñ � • { [3] • | µ ¥ � z ‡ Ô N ý O Ž ˜ ‡ Ò K | £ Shadow Field¤ § 3 Ò

K | ¥ � z ˜ ‡ æ � : P ¹ ˜ | ¥ ¡ � Å £ SH¤ X ê 5 £ ã Ô N é T : � ñ

	 £ X J T Ô N ´ ñ 	 Ô ¤ ½ ö Ë � � Ý £ X J T Ô N • 1  ¤ " ù � Ò U 
 3

$ 1 ž 5 ¢ž / Š â | µ ¥ ˆ Ô N � Ò K | 5 O Ž Œ „ 5 Ú1 ì "

ù p · ‚ J Ñ ˜ « # � Ž { § 3 ý O Ž � L § ¥ § ò | µ ¥ Ô N ? ˜ Ú

C q ¤ e Z ¥ N £ ¡ • ¥ N ƒ ¤ § ¿ 3 é ê ˜ m é ¥ N ƒ ? 1 a q u Ò K |

� Œ „ 5 ý O Ž " ± › ž 3 é ê ˜ m ? 1 SHX ê � U \ § ¿ Ï L SH• ê $

Ž £ Spherical Harmonic Exponentiation§ SHEXP¤ 5 � � � ˜ m ¥ Œ „ 5 ¼ ê

� ¥ ¡ � Å X ê " • � · ‚ Ï L SHn  È £ triple product ¤ 5 O Ž 1 ì "

d u · ‚ ¦ ^ ¥ ¡ � Å 5 £ ã 1  ! Œ „ 5 Ú ‡ � § e © ¥ ò Ä k é ¥ ¡

� Å ? 1 ˜ ‡ { ü � £ � § � X 0 � ¥ ¡ � Å � • ê $ Ž Ú 3 é ê ˜ m ¥ ? 1

� ý O Ž § , � · ‚ ò ? Ø Ä u GPU� ± › � ¢ y[ ! "
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3.1 ¥ ¥ ¥ ¡ ¡ ¡ � � � Å Å Å

¥ ¡ � Å £ SH¤ ´ ½ Â 3 ¥ ¡ þ � � Å ¼ ê § Ù 3 ˜ ‘ ˜ m þ � é A Ò ´

õ ‘ ª ¼ ê " ¥ ¡ � Å Ä ´ ¥ ¡ þ ˜ | � � � Ä ¼ ê § ½ Â X e µ

Y m
l (�; � ) = K m

l eim� P jmj
l (cos� ); l 2 N; � l � m � l (3.1)

Ù ¥ Pm
l ´ ƒ ' V 4 � £ Legendre¤ õ ‘ ª  K m

l ´ U e ª ½ Â � 8 ˜ z ~ ê µ

K m
l =

s
(2l + 1)

4�
(l � j mj)!
(l + jmj)!

(3.2)

þ ¡ ‰ Ñ � ´ SH� E ê / ª § Ù ¢ê / ª d e ª ‰ Ñ µ

ym
l =

8
>><

>>:

p
2Re(Ym

l ) m > 0
p

2Im (Ym
l ) m < 0

Y 0
l m = 0

=

8
>><

>>:

p
2K m

l cos(m� )Pm
l (cos� ) m > 0

p
2K m

l cos(� m� )P � m
l (cos� ) m < 0

K 0
l P0

l (cos� ) m = 0

(3.3)

� � ê l � ¡ • ¥ ¡ � Å � ª ã £ band¤ " � � � l é A $ ª � ¥ ¡ ¼ ê § � Œ

� l é A p ª � ¥ ¡ ¼ ê " ª ã l k 2l + 1 ‡ Ä ¼ ê "

Š â e ã ë ê O †

s = ( x; y; z) = (sin � cos�; sin� sin�; cos� ) (3.4)

ym
l (�; � ) Œ ± � Š ym

l (s) § ù p ś ü   ¥ ¡ Sþ � ˜ ‡ ¥ þ " · ‚ • Œ ò ˆ

‡ SHÄ ¼ ê � ¤ ¥ þ / ª y (s) " d V 4 � õ ‘ ª � 5 Ÿ Œ ± é N ´ / � Ñ ¥ ¡

� Å Ä � � � 5 § ù ¿ › X

R
S ym1

l1 (s)ym2
l2 (s)ds = 0 é ¤ k � l1 6= l2 _ m1 6= m2 ¤

á " , 	

R
S ym

l (s)ds� … = � l = 0 ^ m = 0 ž � š " Š " ã 3.1¥ ‰ Ñ 
 A ‡ SHÄ

¼ ê � ~ f "

3.1.1 C C C † † † Ú Ú Ú    � � �

é u ? ¿ ˜ ‡ ½ Â 3 ü   ¥ ¡ þ � ¼ ê f § Œ • f m
l =

R
S f (s)ym

l (s)ds =
R

S f (s)y (s)dsò Ù Ý K � ¥ ¡ � Å Ä þ  � � ˜ | ¥ ¡ � Å X ê ,ù ˜ L § ¡

• f � SHC † " C † � � ê d ¤ � SHÄ ¼ ê � • Œ ª ã ê \ 1½ Â " · ‚ â d ‰

Ñ f � SH¥ þ �½ Â
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(a) l = 0 ; m = 0 (b) l = 1 ; m = 0 (c) l = 1 ; m = � 1 (d) l = 1 ; m = 1 (e) l = 2 ; m = 0

(f) l = 2 ; m = � 2 (g) l = 2 ; m = � 1 (h) l = 2 ; m = 1 (i) l = 2 ; m = 2

ã 3.1: l < 3� ¥ ¡ � Å Ä ¼ ê § � � ¼ ê Š L « • ù Ú § K Š L « • 7 Ú

½ Â 3.1. ¥ ¡ ¼ ê f � n � SHC † ��� n2
� SHX ê � ¤ � ¥ þ ¡ • f � n � SH¥

þ § ½ { ¡ f � SH¥ þ "

· ‚ Œ ± l f � SH¥ þ Ï L

~f (s) =
P n� 1

l=0

P l
m= � l f m

l ym
l (s) = f � y (s) 

� f §

~f � ¡ • f � n �  � " n � Š � Œ § Ò U Ï L

~f • Ð / C q f " N ´ �

y § f � n �  � � 9 n2
‡ X ê § Ï d • Ï ~ ò  � ú ª � •

~f (s) =
P n2 � 1

i =0 f i yi (s), ù

´ ˜ ‡ n2
‘ � SH X ê ¥ þ † SHÄ ¼ ê ¥ þ � : ¦ " d u ¥ ¡ ¼ ê † Ù SH¥ þ

ƒ m • 3 ˜˜ é A � ' X § Ï d • Œ ò

~f ¡ • SH¥ þ f �  � "

3.1.2 SH � � � È È È $ $ $ Ž Ž Ž

‰ ½ ü ‡ SH¥ þ f Ú g § · ‚ Œ ± ½ Â § ‚ � SHÈ $ Ž

½ Â 3.2. SH¥ þ f Ú g � SHÈ ´ é A � SH � � È 2 Ï L SHC † � � � SH¥

þ § P • f � g "

½ Â 3.2Œ ± � ¤ e ã ú ª µ

(f � g) i =
Z

S

~f (s)~g(s)yi (s)ds

=
Z

S

 
X

jk

f j yj (s)gkyk(s)

!

yi (s)ds =
X

jk

� ijk f j gk

(3.5)
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Ù ¥ � ¡ • SHn  È Ü þ § d

� ijk =
Z

S
yi (s)yj (s)yk(s)ds (3.6)

‰ Ñ "

� ´ ˜ ‡ é ¡ � D Õ n � Ü þ " 5 ¿ � þ ã ½ Â Ú \ 
 � ä Ø � § Ï • î ‚

5 ` ü ‡ n � � SH¥ þ � È A T ´ ˜ ‡ 2n � 1� � SH¥ þ "

· ‚ • Œ ^ Ý 
 / ª 5 ‰ Ñ SHÈ " é ? ¿ SH¥ þ f § ½ Â SHÈ Ý 
 Mf µ

½ Â 3.3. e Ý 
 Mf ¦ � Mf � g � f � g§ 8n � SH¥ þ g ¤ á § K ¡ Mf • f � SHÈ

Ý 
 "

Mf d e ª ‰ Ñ µ

(Mf ) ij =
X

k

� ijk f k (3.7)

n ‡ ¥ ¡ ¼ ê a(s); b(s); c(s) � È � È © Œ ± d ù 
 ¼ ê SH¥ þ � n  È (a; b; c) C

q / O Ž § Ù ¥

(a; b; c) = ( a � b) � c = ( b� c) � a = ( c � a) � b=
X

ijk

� ijk ai bj ck (3.8)

3.1.3 SH � � � ^ ^ ^ = = =

a ' u 1DF | “ C † ä k ² £ Ø C 5 § SHC † � ˜ ‡  ‡ 5 Ÿ ´ ^ = Ø

C 5 § d e ª ‰ Ñ µ

g(s) = f (Q(s)) ) ~g(s) = ~f (Q(s)) (3.9)

Ù ¥ Q́ ü   ¥ ¡ þ � ? ¿ ^ = " ù ˜ 5 Ÿ ¢ S þ ´ d z ‡ SHÄ ¼ ê � ^ = Ø

C 5 U « � 5 " 3 ¢ S ¥ § ù ¿ › X 3 ^ = L � æ � : 8 þ  # O Ž f � SHC

† Ø ¬ E ¤ r � "

é

~f (Q(s)) � SHC † � � � SH¥ þ ´ f � SH¥ þ � ‚ 5 C † " d u ^ = Ø

C 5 § ù ˜ ‚ 5 C † Õ á Š ^u ˆ‡ ª ã� SHX ê " 8 c • • p � � SĤ = �

¢ y ´ Ä u Q � î . � © ) (zyz) � § O Ž E , Ý • O(n3) § n • SH� ê "

e ¥ ¡ ¼ ê f � � Š = û ½ u s3 z¶ þ � © þ § Ù SHC † � � � X ê • k

� m = 0 ž Œ U � š " Š § Ï d Ù n � � SHC † Œ ± ^ n ‡ SHX ê 5 L « § ù
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† ˜ „ n � SHC † � � n2
‡ X ê Ø Ó " d u ù a ¼ ê 3 ¥ ¡ þ ¥ ‘ G § Ï d q

� ¡ • ‘ G � Å £ Zonal Harmonics§ ZH¤ " é u ‘ G � Å § Ù SĤ = Œ ± { z

• [41]µ

gm
l (z0) = ym

l (z0)

r
4�

2l + 1
g0

l (3.10)

Ù ¥ z0́
^ = � � # z¶ §  g0

l ´ ZHX ê " ù ˜ $ Ž � ž m E , Ý • k O(n2) "

3.2 1 1 1 ì ì ì O O O Ž Ž Ž

· ‚ • • Ä � Û 1 ì ² � † � 1 ì Ü © § û ‡ � L ¡ þ : p� Ë ì Ý Œ d

^ Œ „ 5 Ú Ë � � Ý �  ¼ ê N › L � \ � Ë � � Ý� È © �� µ

E(p) =
Z

S
L(s; p)g(s; p)h(s; p)ds (3.11)

L § gÚ h Ñ ´ ¥ ¡ ¼ ê " Ù ¥ L(s; p) L « 3 s• • \ � � Ë � � Ý § X J • • Ä

‚ ¸ 1 § K L(s) é ¤ k � pÑ ´ ˜ � � § Ï d Œ ± P • L(s) ¶ g(s; p) L « : p� Œ

„ 5 ¼ ê § e • • sþ v k ñ 	 Ô � Š • 1§ Ä K � Š • 0" H (s; p) ´ Ë � � Ý �

 ¼ ê max(n � s;0)§ § • � û u { • n § Ï d • Œ ± P • H (s; n) " ò ù n ‡ ¥ ¡

¼ ê ? 1 SHC † § � � SH¥ þ L § g Ú H (n) § K E(p) Œ d n  È (H (n); L ; g) O

Ž £ „ 3.1.2¤ "

· ‚ 5 • Ä Ä � | µ ¥ � 1 ì O Ž § H (n) Œ ± é N ´ / Ï L ý O Ž � � §

… † | µ � � v k ' X § Ï d � | µ u ) $ Ä ž Ã I ? 1 • # ¶ L Œ ± Ï L é ±

¥ ¡ ¼ ê / ª £ ã � ‚ ¸ 1 L(s) ? 1 SHC † � � § ¿ Œ ± • 3.1.3é L ? 1 ? ¿

� ^ = § é u | µ ¥ � ¤ k Ô N § • I é L ? 1 ˜ g • # § Ï d 1  � U C Œ ±

8 a • \ | µ ? " � C z ¶ g † | µ Ú p:�   ˜ Ñ ´ k ' � § X J é z ‡ p: ý O

Ž SH¥ þ g § K � | µ ¥ Ô N u ) C z ž ù 
 ý O Ž � ( J ò Ñ Ø U  ^ § 

‡ 3 $ 1 ž  # O Ž K Ã { � y � p 5 " � é ù ˜ ¯ K ± & � < J Ñ 
 ˜ « Ä

u Ò K | � •{ [3]"

X ã 3.2¤ « § � 3 p: ? ˆ ‡ Ô N � Œ „ 5 ¼ ê Ï L SHC † � � � ¥ þ ©

O • g[1]; g[2]; : : : ; g[m]§ K 3 p: ? � Œ „ 5 Œ ± Ï L ù 
 ¥ þ � È g[1] � g[2] �

� � � � g[m]O Ž "  ˆ ‡ Ô N 3 p: ? � Œ „ 5 Œ ± d ý O Ž � Ò K | � Š � � "

ù � § 3 Ô N i (i = 1; 2; : : : ; m) u ) ^ = ½ ² £ ž § · ‚ Œ ± 3 Ò K | ¥  # �

Î �� # � g[i ]5 � ¤ Œ „ 5 � O Ž " ù a ö Š ‡ ¦ 3 z ‡ º: ? U Ô N ? 1 •

# § Ï d � 8 a • \ Ô N ? " � | µ C z "
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ã 3.2: 3 : p? O Ž õ ‡ Œ U  U� Ô N � Œ „ 5

L 3.1: SHn  È Ü þ � š " ‘ ‡ ê

SH� ê 1 2 3 4 5 6 7 8

š " ‘ ‡ ê 1 10 83 369 1,164 2,961 6,586 13,018

� Ô N u ) / C ž § • Ù ý O Ž � Ò K | ò Ø 2 k � " · ‚ ò Ô N � /

C ¡ Š \ æ Ô N ? " � | µ C z § U z ‡ Ô N � ) � ý O Ž ( J Ã { 3 \ æ Ô N

? " � | µ C z e ��  ^ " • † � � * Ð ´ ò Ô N © ) • • � � ü � § ¿ 3ù

˜ â Ý þ ? 1 ý O Ž " ù � § Ô N � / C Œ ± w ¤ Ù � ¤ ü � � ^ = Ú ² £ § ¯

K q £ � 
 � 5 �/ • § • ´ d ž I ‡ ? n � Ô N ‡ ê ŒŒ O \ 
 "

L 3.1¥ ‰ Ñ 
 n  È Ü þ š " ‘ � ‡ ê § Œ ± w Ñ § = ¦ 3 � $ � �

ê § SHÈ $ Ž • ´ ƒ � Ñ ž � § I ‡ ê z g D – ê Z g O Ž " 5 ¿ � Œ „ 5 O

Ž 3 z ‡ º : ? ? 1 §  ˜ ‡ ˜ „ E , Ý � | µ • Œ U k ê � ‡ º : § ù ¦ �

þ ã • Y � O Ž E , Ý ‡Ñ 
 � p ?O Ž � ‰ Æ "

· ‚ � )û •{ ´ ò SHÈ $ Ž = z • é ê ˜ m � ¦ Ú $ Ž § = µ

g = exp(log(g)) = exp( f [1] + f [2] + � � � + f [m]) (3.12)

Ù ¥ f [i ] = log(g[i ]); (i = 1; 2; : : : ; m) "

ù �˜ 5 § · ‚ Ò ; m 
 [ B � SHÈ $ Ž " ¯ K � = z • X Û é ˜ ‡ SH¥

þ ? 1 • ê $ Ž Ú é ê $ Ž § ± 9 X Û 3 é ê ˜ m ? 1 ý O Ž " ù ò ´ e ¡ A

! � Ì ‡ S N § • ´ Ž { � Ø % "
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3.3 SH • • • ê ê ê $ $ $ Ž Ž Ž

‰ ½ ˜ ‡ SH¥ þ f § Œ ± ½ Â Ù • ê $ Ž X e µ

½ Â 3.4. SH¥ þ f � • ê $ Ž ´ ò Ù é A � SH � ? 1 • ê $ Ž � 2 SHC †

��� Ó � SH¥ þ "

¯ ¢ þ § Ï L Volterra ? ê [87]Œ ± ò ? ¿ ˜ ‡ ) Û � ! ü N � I þ ¼

ê h(x)£ ~ X exp(x) ¤ Š ^ � SH¥ þ þ µ

h(f ) =
Z

S
h(f (s))y (s)ds �

Z

S
h(f � y (s))y (s)ds (3.13)

ò h(x) � Taylor ? ê

h(x) = h0 + h1x + h2x2 + h3x3 + � � � (3.14)

“ \ ª 3.13Œ � µ

h(f ) = h01 + h1f + h2f 2 + h3f 3 + � � � (3.15)

Ù ¥

1 = (
p

4�; 0; 0; : : : ; 0) (3.16)

f k =
Z

S
f k(s)y (s)ds =

Z

S

 
X

i

f i yi (s)

! k

y (s)ds (3.17)

SH¥ þ 1 ´ ˜ ‡ 3 ¥ ¡ þ � Š ð • 1� ¼ ê � SHC † § d ½ Â 3.2§ é ¤ k � f

Ñ k 1 � f = f " Ï LÚ 3.1.2a q � í � § Œ ± é N ´ �� f � k g ˜ � k + 1 � Ü

þ L ˆ µ

(f k) i =
X

i 1 ;i 2 ;:::;i k

� i;i 1 ;i 2 ;:::;i k f i 1 f i 2 � � � f i k (3.18)

ù p k + 1 � Ü þ � ¢ S þ ´ 3.1.2¥ n � Ü þ � • z µ

� i;i 1 ;i 2 ;:::;i k =
Z

S
yi (s)yi 1 (s)yi 2 (s) � � � yi k (s)ds (3.19)

é ª 3.13½ 3.15? 1 ê Š È © é u ¢ ž ± ›  ó L u [ B 
 § � Œ ± ^ õ g

� SHÈ $ Ž 5 “ O ? ê ¥ � SH̃ µ

h� (f ) = h01 + h1f + h2f � f + h3f � f � f + � � �

= h01 + h1f + h2f 2� + h3f 3� + � � �
(3.20)
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Ù ¥

f k� = f � f � � � � � f| {z }
k ‡ f � È

(3.21)

� , § ù � ¬ ‘ 5 Ø � § Ï • z ˜ g ü ü SHÈ Ñ ¬ E ¤ � ä Ø � £ Ï

d f k� � f k
¤ " ,  é u ‘ ° É • � Œ „ 5 & Ò  ó § ù « Ø � ˜ „ K • Ø Œ "

, 	 § • Œ ± Ï L ' Ñ \ � SH¥ þ •p � � SHÈ 5 ? ˜ Ú › › Ø � "

y 3 · ‚ Œ ± ò • ê ¼ ê exp(x) � � V Ð m “ \ � ª 3.21¥ § � � X e �

˜ ? ê µ

exp(x) = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ � � � (3.22)

exp� (f ) = 1 + f +
f 2�

2
+

f 3�

3!
+ � � � (3.23)

3.3.1 ˜ ˜ ˜ ? ? ? ê ê ê C C C q q q

3 ¢ S ¥ § • Œ U ^ k • ‘ 5 C q 3.23¥ � Ã ¡ ? ê § C q � Ø � ‘

X kf k� O Œ  O Œ " ù a q u g C þ • I þ ž � œ / µ X J · ‚ ^ k • ‘ 5

C q ª 3.22§ Ù Ø � • ¬ ‘ X x ý é Š � O Œ  O Œ " Ï d § Œ ± Ï L   � Ñ \

� SH¥ þ � � • 5 �� • Ð � C q " , 	 ˜ « E â´ Ï L é ? ê ? 1 © ) 5 ~

� SHÈ � g ê " ù 
 E â Œ ± a ' u Ý 
 � • ê $ Ž [88]" ¯ ¢ þ § SH¥ þ �

• ê $ Ž Ú Ý 
 � • ê $ Ž ´ k é X � § Ï • µ

Mf k � � (Mf )k ) Mexp� (f ) � exp(Mf ) (3.24)

3.3.1.1 † † † 6 6 6 þ þ þ © © © l l l

SH¥ þ � 1 ˜ ‡ © þ “ L 
 é A � ¥ ¡ ¼ ê � ² þ Š § Ï d q � ¡ • †

6 © þ " · ‚ Œ ± ò † 6 © þ © ) Ñ 5 § ò SH¥ þ f � • f = ^f + f 0p
4�

1 § Ù

¥

^f ´ f � K † 6 © þ � ��� SH¥ þ µ

^f = (0 ; f 1; f 2; : : : ; f n2 � 1) (3.25)

ª 3.23C •

exp� (f ) = exp
�

f 0p
4�

�
exp� ( ^f ) (3.26)
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þ ª d 1 � f = f é N ´ í Ñ " ª 3.26° ( / O Ž † 6 © þ � • ê §    � 
 Ñ

\ � ª 3.23� SH¥ þ � � • § Ï d 3 Ó � � Taylor ? ê ‘ ê e · ‚ Œ ± � � •

Ð � C q "

3.3.1.2       ˜ ˜ ˜ † † † ² ² ² • • •

5 ¿ �é u • ê ¼ ê · ‚ k µ

exp(x) =
�

exp
� x

2k

�� 2k

) exp� (f ) �
�

exp�

�
f
2k

�� 2k �

(3.27)

ù p k ´ ˜ ‡ � � ê " † ó ƒ § • 
 O Ž exp(x) · ‚ Ä k ò Ñ \ � x   � � � 5

� 2� k
§ , � ? 1 • ê $ Ž § • � ò ( J ² • k g " Ó � � E â Œ ± � ^ 5 O

Ž SH¥ þ � • ê "

ù p · ‚ Ï L   � Ñ \ � SH¥ þ � � • O \ 
 C q � ° Ý § ,  é ( J

� ² • $ Ž ¬ Ú \ # � ä Ø � § Ï d I ‡ é � ˜ ‡ ò © : " 3 ¢ S ¥ § Œ Š

â kf kÀ J k § ¿ � k = max (0; blog2 kf k + 3c) § é u · ‚ ‰ Ñ � ~ f  ó § • õ

� � k = 3 Ò 
 
 "

5 ¿ � d u k é õ ƒ Ó � ‘ § SH² • $ Ž ' ˜ „ � SHÈ $ Ž ‡ { ü ˜ �

† m § Ï d ù «   ˜ † ² • � E â¢ S þ • J p 
 • ê $ Ž � O Ž„ Ý "

3.3.1.3 ? ? ? ê ê ê © © © ) ) )

3 O Ž ª 3.20� ž ÿ § · ‚ Œ ± Ø ä/ ? 1 † f � SHÈ 5 �� •p � � f k�
§

ù � § O Ž ˜ ‡ k � � ? ê I ‡ k � 1g SHÈ " Œ ± Ï L ò Û g ‘ Ú ó g ‘ © m

5 { z ù ˜ O Ž § ò ª 3.20� • µ

h� (f ) =
�
h01 + h2f 2� + h4f 4� + � � �

�
+

f �
�
h11 + h3f 2� + h5f 4� + � � �

� (3.28)

ù � § • I ‡ (k + 1) =2g SHÈ Ò Œ ± O Ž k � � ? ê 
 " • ? ˜ Ú � § ~ � SHÈ

� g ê ¿ › X ~ � du SHÈ Ú \ � � ä Ø � § l  • ¦ � ( J • • ° ( " , 	 §

„ Œ | ^ f 2� = f � f ; f 4� = f 2� � f 2� ; f 6� = f 4� � f 2�
5 ¦ Œ U / ^ ² • $ Ž 5

“ O SHÈ § ? ˜ Ú J p $ Ž � Ç "
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3.3.2 ` ` ` z z z � � � ‚ ‚ ‚ 5 5 5 C C C q q q

é u 4� ½ 4� ± e � SH§ · ‚ Œ ± 3 � � Volterra ? ê exp� (f ) � 1 + f ?

1 { ü * Ð 5 � � ª 3.23� ˜ ‡ ƒ � ° ( � C q § ù ˜ C q $ – Ø I ‡ ? 1 ?

Û � SHÈ $ Ž " „ e ª µ

exp� (f ) � a (kf k) 1 + b(kf k) f (3.29)

ù p aÚ b́Ñ \ SH¥ þ � • � ¼ ê " † * / ` § ‘ X Ñ \ � SH� ¥ þ � • O

• § † � ^ � � � Volterra ? ê ( é A ˜ ^ † ‚ ) 5 C q • ê $ Ž � Ø � • ¬ ‘ ƒ

O Œ § � Œ é ù ^ \ † ‚ " � ë ê ? 1 Ü · � N � 5 ¼ � • Ð � C q " • 
 ¼ �

Ü · � aÚ b§ · ‚ ^ Ø Ó � Œ » � ¥ N ƒ ? 1 Œ „ 5 æ � § ¿ ?  � � ˜ X �

� SH¥ þ é (f ; g) § Ù ¥ g d ¥ N ƒ � Œ „ 5 ¥ ¡ ¼ ê ? 1 SHC † �� §  f ´

é g ? 1 é ê $ Ž � ��� SH¥ þ £ ' u SH¥ þ �é ê $ Ž ò 3 � ¡ ‰ Ñ ¤ " ,

� · ‚ ò g Ý K � � � � SH¥ þ 1Ú f þ �� aÚ bµ

a =
g � 1
1 � 1

=
g0

4�
; a =

g � f
f � f

(3.30)

ù � ��� aÚ b¦ � Ø � Š kg � (a1 + bf )k� � • � Š " · ‚ é z ˜ | (f ; g) Ñ

? 1 þ ã � • � � ¦ Ý K � � ˜ X � � aÚ b ¿ U kf k› ¤ ˜ ‡ � é L " , 	 §

Œ ò õ ‡ ƒ Ó � ¥ N ƒ  U å 5 ��é A • Œ � • Ñ \ SH¥ þ � aÚ b"

� , § · ‚ • Œ ±± kg � (a1 + bf )k• 8 I ¼ ê é z | (f ; g) ‰ 1 ˜ g ‚ 5

` z L § 5 ¼ � aÚ b§ ù « •{ • , ¢ y E , ˜ 
 § � • ä ˜ „ 5 § Œ ± í 2 �

n � ± þ � Volterra ? ê "

` z � ‚ 5 C q Œ ± † † 6 þ © l E â ( Ü ¦ ^ § d ž 3 ‰ 1 þ ã O Ž ƒ

c I ‡ é f ? 1 † 6 þ © l ¿ Ï L ĝ = exp
�

� f 0p
4�

�
g 5 ƒ A /é g ? 1   ˜ "

ù p I ‡ � y � ´ § � é ¥ N ƒ � � ` z � aÚ b́ Ä é Ù ¦ � . • · ^ §

† ó ƒ § • ‡ k ^f k ƒ Ó § Ø Ø f � ä N / ª • Û Ñ Œ ± ¦ ^ þ ã ��� aÚ b5 ¼

� ` z � ‚ 5 C q " é u 4� � SH§ Ï L ¢ � Œ ± y ² § A ½ « m S § ^ Ø Ó �

� . �� ` z � aÚ b� Š ¯ < / ˜ — § X ã 3.3¤ « " 5 ¿ � Ø Ó � ñ 	 Ô ��

� ë ê 3 k ^f k < 4:8£ é A u � u 50�
� ¥ N ƒ ¤ � « m š ~ ¬ Ü " ¯ ¢ þ § 3 ù

˜ « m S § ` z � ‚ 5 C q $ – ' n � ˜ ? ê C q • \ ° ( " é u • Œ � k ^f k§

ù 
  ‚ ÷ X ˜ — � Ä ‚ C z § Ï d Œ ^ ù ˜ Ä ‚ 5 ( ½ 3 ù ˜ « • � aÚ b�

Š "
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(a) a† k ^f k � ' X

(b) b† k ^f k � ' X

ã 3.3: Ø Ó � . 3 4� SHe ��� ` z � � Volterra ë ê £ é ê ‹ I ¤

ù � · ‚ � � 
 ˜ ‡ › © ° • � C q £ · ‚ ÿ Á L 4 à� ~ f § ~ X 100‡

æ 3 ˜ å ½ ö � � © Ñ � ¥ N ƒ § = ¦ 3 ù « œ ¹ e § E , U Ï L ` z � ‚ 5

C q �� Œ ± � É � Ø � ¤ "

ã 3.3¥ N y Ñ � ù « ˜ — 5  u ¥ ¡ ¼ ê � $ � SHL ˆ " Ø ” r SHa '

• ¥ ¡ þ � F | “ C † § ¦ ^ $ � � SH5 £ ã Œ „ 5 ƒ � u 3 � Â : ? Š ^ 


˜ ‡ $ Ï È Å ì § ù � Œ „ 5 � p ª Ü © £ ~ X Ó + � [ ‡ C z ¤ Ñ � L È K


 § Ï d 3 � Â : w 5 § � å l � � � ž ÿ £ é Au � � � k ^f k¤ § ¤ k � ñ 	 f

Ñ ´ � 
 � § • U Œ V © E Ñ § ‚ � á N � § Ï d é Ó � � á N � � Ø Ó ñ 	

Ô £ é A Ó � � k ^f k¤ Œ ± ^ � � ƒ Ó � aÚ b5 \ Ð ¢ " � Â : ? � � Â ö " ` z

� ‚ 5 C q Œ ± †   ˜ † ² • E â £ 3.3.1.2¤ ( Ü � � ˜ ‡ • Ð � SH• ê $ Ž
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C q § · ‚ ò 3 e ˜ ! ¥ ? Ø "

3.3.3 • • • ê ê ê $ $ $ Ž Ž Ž • • •{ { { o o o ( ( (

· ‚ Œ ± ò þ ã E â ( Ü å 5 �� ± e SH• ê $ Ž •{ µ

� k � { ü ˜ ? ê Ž { ( P • PS-k § k • � � ê ) Ï L ë Y � SHÈ $

Ž 5 é ª 24? 1 ¦ Š ¶

� k � ` z ˜ ? ê Ž { £ P • PS-k� § k • � � ê ¤ Ï L 3 ? 1 ˜ ?

ê $ Ž ƒ c ¦ ^ † 6 þ © l 3.3.1.1Ú   ˜ † ² • £ 3.3.1.2¤ E â

5 é ª 3.23¦ Š ¶

� ` z � ‚ 5 Ž { £ P • OL ¤ ¦ ^ † 6 © þ © l Ú ` z � ‚ 5 C

q £ 3.3.2¤ ¶

� · Ü Ž { £ P • HYB ¤ 3 OL � Ä : þ ( Ü   ˜ † ² • E â ¶

Ù ¥ HYB Ž { é Ð / ² ï 
 $ Ž ° Ý Ú $ Ž „ Ý § ´ · ‚ • ª À ^ � Ž

{ " 3ù ˜ Ž { ¥ § SH¥ þ � • ê $ Ž ¢ S þ d e ª �� µ

exp� (f ) � exp
�

f 0p
4�

�  

a

 

k
^f

2k
k

!

1 + b

 

k
^f

2k
k

!

^f

! 2k

(3.31)

Ù ¥ § k � � Š d e ª û ½

k = clamp(blog2 kf k + 3c; 0; 3) (3.32)

� k ^f k < 4:8ž § aÚ b� Š d � L �� § Ä K d e ª û ½

a = exp
�

� 0:281929 + 0:123201k ^f k
�

b = exp
�

� 2:32229 + 0:0901802k ^f k
� (3.33)

þ ª´ · ‚ Ï L é aÚ b� Ä ‚ ? 1 [ Ü �� "

3.4 SH é é é ê ê ê $ $ $ Ž Ž Ž

Ú • ê $ Ž Ø Ó § é ê $ Ž Ø I ‡ 3 $ 1 ž ? 1 § Ï d é u O Ž � Ç � ‡

¦ � v k • ê $ Ž p " ,  § é ê $ Ž é Ø � � ‡ ¦ • • „• § Ï • ý O Ž � ã
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� ) � Ø � k Œ U Ï L $ 1 ž O Ž � ˜ Œ " é u ˜ ‡ Ñ \ � SH¥ þ § ª 3.13¢

S þ ‰ Ñ 
 ˜ ‡ † � ¦ � é ê � •{ § • I ò h O † • logµ

f = log( g) =
Z

S
log(max(g(s); "))y (s)ds (3.34)

ù p · ‚ I ‡ ò � ¥ ¡ ¼ ê 3 ˜ ‡ � C 0� � K Š " ? � ä § Ï • é ê ¼ ê 3 Ñ

\ C þ � u ½ � u 0ž v k ½ Â " ù « •{ E ¤ ' � Œ � Ø � § � Ï k � µ Ä k §

§ v k • Ä � Ú \ � � ä Ø � ¬ � $ 1 ž � • ê $ Ž ˜ Œ ¶ Ù g § † � 3 ¥ ¡

þ ? 1 � ä < • / Ú \ 
 p ª © þ "

· ‚ Ï L é SHÈ Ý 
 Mg £ „ ½ Â 3.3¤ � A � Š © Û 5 C q / _ = • ê $

Ž 5 )û ù 
 ¯ K " ^ È Ý 
 � / ª  � 3.23§ �� µ

g = exp � (f ) = 1 + f +
Mf f

2
+

M2
f f

3!
+ � � � (3.35)

d SHÈ Ý 
 �é ¡ 5 § Œ ± é Mf ? 1 é � z ¿ �� e ¡ � © ) µ

Mf = RT
f Df Rf ) (Mf )k = RT

f Dk
f Rf (3.36)

ù p Rf ´ ˜ ‡ ^ = Ý 
 § Df ´ ˜ ‡ é � Ý 
 § Ù k g ˜ • † � ò é � ‚ � ƒ ?

1 k g ˜ ¤ �é �Ý 
 § ò ª 3.36 “ \ ª 3.35§ �� µ

g = exp � (f ) = 1 + RT
f q(Df )Rf (3.37)

q(x) = 1 +
x
2

+
x2

3!
+ � � � =

exp(x) � 1
x

(3.38)

ù p I þ ¼ ê q(x) Š ^ � Df � z ˜ ‡ é � ‚ � ƒ þ " 5 ¿ � ª 3.37• , J ø 


˜ ‡ v k � ä Ø � � SH• ê � O Ž • { § ,  3 ¢ ž O Ž ž´ Ø Œ U ¦ ^ ù «

•{ � § ù ´ Ï • é � z ´ ƒ � Ñ ž � ö Š £ é u 4� � SH ó § È Ý 
 � ‘ Ý

´ 16� 16¤ §  … é J ˜ � GPU? 1 " éé ê $ Ž K v k ù � � � Ä § Ï • ù ´

3 ý ? n ž ? 1 $ Ž � "

· ‚ é SH¥ þ g � È Ý 
 ? 1 é � z � � Mg = RT
g DgRg § ª 3.24¿ › X é

u � ½ Ý 
 Mg k Mlog(g) = RT
g log(Dg )Rg § ª 3.37Œ ± � _ = �� µ

log(g) = RT
g q0(Dg )Rg (g � 1) (3.39)

q0(x) = 1 =q(log(x)) = log( x)=(x � 1) (3.40)
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• 
 � y q0(Dg ) k ½ Â § · ‚ ò Dg é � ‚ � ƒ 3 ˜ ‡ �C 0� � ê " ? � ä µ

~Dg = max( Dg ; " ); ~Mg = RT
g

~DgRg (3.41)

¿ ^

~D5 “ O ª 3.39¥ � Dg " † † � 3 ¥ ¡ ¼ ê g(s) þ ? 1 � ä £ ª 3.34¤ ƒ ' §

ù « � ä Ú \ � Ø � ‡ � é õ § 3 ¢ S ¥ § À J é � ‚ � ƒ ¥ • Œ Š � 0.02Š

• " "

3.5 ý ý ý O O O Ž Ž Ž

· ‚ Ï L ý O Ž • � ¤ | µ � A Û � . � · Ž ^ � ) ¤ ¥ C q ¶ ¿ • Ø Ó

� Œ » � ¥ N ƒ ) ¤ é ê ˜ m � Œ „ 5 æ � ¶ d 	 „ I | µ ¥ � ¤ Ô N � º :

? 1 à a [89]§ ù ´ ± › ž¦ ^ ¥ N ƒ � g ( � � I ‡ "

3.5.1 ¥ ¥ ¥ C C C q q q

· ‚ ^ ˜ | Ø Ó Œ » � ¥ N ƒ 5 C q | µ ¥ � A Û � . § ù � 3 O Ž Œ

„ 5 � ž ÿ § Ò Œ | ^ ù | ¥ N ƒ � Œ „ 5 5 C q � A Û � . � Œ „ 5 " ù

| ¥ A T U 
 � � C X � 5 � A Û � . § ù � Œ ± ; • Ï • ¥ Ú ¥ ƒ m � ¿

Y  � — r � " Ï d § é u A Û � . T § I ‡ Ï é ˜ | U 
 � � C X T � ¥ N

ƒ Si = ( Pi ; r i ) § ¦ Ù   u Ô N 	 Ü � N È E ¦ Œ U � § E d e ª ‰ Ñ µ

E(f Si g; T) =
nSX

i =1

V(Si � T) (3.42)

ù p V() ´ N È ¼ ê " · ‚ Ï L C © • { 5 � � ` z � ¥ C q § 3 ã 3.4¥ ‰ Ñ


 · ‚ � ¥ C q • { † y k • { � ' � " ' u ` z L § � [ ! ‡ Ñ 
 � Ø © �

‰ Œ § 3 © z [90]¥ Œ ± é � • [ � ? Ø " ù p I ‡ ` ² � ´ § · ‚ • I ‡ • A

Û Ô N � · Ž ^ � � ) ¥ C q § é u Ô N � / C § K Œ ± ¦ ^ ² þ Š ‹ I (Mean

Value Coordinates§ MVC)[91] Ž { 5 ° Ä ù 
 ¥ � ¥ % § Ù ¢ Ÿ ´ ò ¥ %   ˜

L ˆ • º : ‹ I � \ � ² þ " • 
 \ „ $ 1 ž � O Ž § Œ | ^ � � Ä x ¥ � ~

^ E â 5 ò ¥ %   ˜ ? ˜ ÚL ˆ • ˜ 
 � � � \ � ² þ "

¦ + � ) ¥ C q � ` z L § ´ ' � Ñ ž � § Ï ~ I ‡ A › © ¨ � A ‡ ¨ Þ

â ¬ • ª Â ñ § ,  é u ˜ ‡ � . � ) � ¥ C q Œ ± ^ u Ä u d � . � ¤ k Ä

x " Ï d 3 ¢ S ¥ ù � � ý O Ž „ ´ Œ ± � É � "
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(a) � � . (b) octree E =4.1,

575‡ ¥

(c) medial axis E =0.84,

64‡ ¥

(d) � © • { E =0.23,

64‡ ¥

ã 3.4: ¥ C q . E ´ 8 ˜ z � 	 Ü N È

3.5.2 é é é ê ê ê ˜ ˜ ˜ m m m ææ æ � � �

l ª 3.12¥ Œ ± • � § I ‡ ý O Ž � ´ Œ „ 5 ¼ ê �é ê §  Ø ´ Œ „ 5 ¼

ê � � " • d k é ˜ | ¥ % 3 z¶ þ § � Œ » • � � ¥ N ƒ ? 1 Œ „ 5 æ � § ��

Ù Œ „ 5 ¼ ê µ

g(s; � ) =

(
0; X J s � (0; 0; 1) > cos�

1; Ù ¦ œ ¹

(3.43)

d u g(s; � ) ' u z¶ � é ¡ 5 § Ù SHC † � � ´ ˜ ‡ ZH¥ þ § Ù ^ = Œ ±

d 3.10‰ Ñ "

· ‚ ò g(s; � ) � SH¥ þ g(� ) ? 1 é ê $ Ž � � � f (� ) • ¤ ˜ ‘ � é L § Ù

z ˜ ‘ ´ ˜ ‡ n‡ X ê � ZH¥ þ § K ? ¿ � Œ » ? ¿ é ¡ ¶ � ¥ N ƒ � Œ „ 5

¼ ê é A � SH¥ þ g Œ d T � é L � � " · ‚ 3 0 � 90�
O Ž 256‡ æ � 5 ) ¤

˜ ‘ � é L "

ò f (� ) U ª ã E › ���é �Ý 
 P • F(� ) µ

(F(� )) ij =

8
<

:

q
4�

2l+1 f i (� ); i = j

0; i 6= j
(3.44)

K ¢ ž O Ž ž § Œ 3 : p? � � ¥ %   u c… Œ » • r � ¥ N ƒ � é ê ˜ m Œ „

5 SH¥ þ f (p; c; r) µ

� (p; c; r) = sin � 1(r=kc � pk)

s(p; c) = ( c � p)=kc � pk

f (p; c; r) = F(� (p; c; r))y (s(p; c))

(3.45)
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þ ª ¥ § · ‚ k Ï L 1 ˜ ‡ � ª ¦ Ñ � Œ » § 2 d 1 � ‡ � ª ¦ Ñ é ¡ ¶ § • �

ò � L ¼ �� ZH¥ þ U ª 3.10? 1^ = "

3.6 ± ± ± › › ›

� 8 c • Ž § · ‚ ® ² Œ ± � ¤ ˜ ‡ Ä � � ± › L § " ± ›Å º: ? 1 § 3

z ˜ º : U ª 3.12O Ž é A Œ „ 5 ¼ ê � SH¥ þ " • d Ä k I ‡ ¼ � | µ ¥ ¤

k ¥ N ƒ � ¥ % Ú Œ » § ¿ • ª 3.45¼ �é A �é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ f [i ]§ ¦

Ú � � � � ‡ | µ � é ê ˜ m Œ „ 5 ¥ þ § , � U 3.3¥ £ ã � Ž { � � � ˜ m

¥ � Œ „ 5 SH¥ þ g § • � Ï L O Ž n  È (H (n); L ; g) �� Ë ì Ý £ 3.2¤ "

· ‚ U { • n é H ? 1 æ � § ¯ ¢ þ § Œ ? ˜ Ú 3 $ 1 ž ý O Ž L H (n) =

L � H (n) § ù � 3 g u ) C z ž • I ‰ ˜ ‡ : ¦ L H (n) � g "

| ^ Œ „ 5 � ˜ m ë Y 5 § Œ ± ? ˜ Ú ` z ± › O Ž § 3 O Ž g ž § ¦ þ ~

� I ‡ • Ä � ¥ N ƒ � ê þ " d 	 § „ I ‡ � % � ? n g ñ 	 ¯ K 5 ; • � )

Ø � ( � Ò K " · ‚ „ ‰ Ñ 
 ˜ « • { 5 ? n ) Û ½ Â � Û Ü 1  " • � § ·

‚ ‰ Ñ ˜ ‡ Ä u GPU� ± › ¢ y § d u Ì ‡ � O Ž Ñ 3 ã / M ‡ � ” ƒ ? n ü

� ¥ ¿ 1 ? 1 § Œ ± Œ Ì J p ± › � Ç "

3.6.1 � � � g g g ( ( ( � � �

ñ 	 Ô N å l � Â : p� C § ‡ ° ( / O Ž Œ „ 5 Ò I ‡ é ñ 	 Ô N ? 1

• Ð � C q § † ó ƒ I ‡ ^ • õ � ¥ N ƒ 5 C q T Ô N ¶ ‡ ƒ § � ñ 	 Ô N �

l � Â : ž § Œ ± ^ • � � ¥ N ƒ 5 o Ñ / C q § " Ä u ù ˜ * 	 § Œ • z ‡

Ô N � ¥ N ƒ ï á ˜ ‡ ä G � g ( � § ¿ é � Â : ? 1 à a £ clustering¤ § X

ã 3.5(a)¤ « " $ 1 ž § é z ‡ à a 3 � g ( � ¥ g · A / Š â ñ 	 f † � Â :

� å l Ï é ˜ ‡ ¹ ¡ £ cut ¤ " · ‚ H { z ‡ Ô N � ¥ N ƒ ä § X J � c¥ N ƒ é

� c à a ¤ Ü � � Œ » � uý k • ½� K Š � max£ ˜ „ 3 20� � 30�
ƒ m ¤ § K a

L Ù ¤ k f ( : " H { � ¤ � � � ¥ N ƒ ä � ˜ ‡ ¹ ¡ § Ù z ‡ ! : Ñ ´ ˜ ‡

¥ N ƒ § … Ù é � Â : ¤ Ü � � Œ » Ñ f Ð Ø ‡ L � max " 3 ã 3.5(a)¥ § ^ ù Ú

I Ñ 
 � c � à a § ¿ ± › Ñ 
 g · A À Ñ � ñ 	 f " · ‚ ò é A � ¹ ¡ þ ¥

N ƒ � ê þ Š • à a � � Ý ± › Ñ 5 § Œ ± w Ñ § é u @ 
 � l ñ 	 Ô � © q §

é A � ¹ ¡ þ � ¥ N ƒ � ê þ ŒŒ ~ � 
 "
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(a) � g ( � ¥ g · A � ñ 	 f À �

(b) Ø ¦ ^   ˜ ¥ þ (c) ¦ ^   ˜ ¥ þ

ã 3.5: ¥ N ƒ ä 9 � Â : à a
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� � ¹ ¡ � § · ‚ ò ¤ k � ñ 	 f � é ê Œ „ 5 SH¥ þ \ \ å 5 § ¿ ¦

^ ˜ ‡ { ü � C q • { 5 3 z ‡ q � ¥ % : p� ? O Ž ˜ ‡   ˜ ¥ þ § � ö

Œ ± ^ 5 ž Ø d u ƒ � à a ¦ ^ Ø Ó ¥ N ƒ 8 Ü  Ú å � X Ú Ø ë Y " „

ã 3.5(b)Ú 3.5(c)"

3.6.1.1 ï ï ï á á á Ú Ú Ú • • • # # #

é u z ‡ Ô N § · ‚ ò 3.5.1¥ � � � ¥ N ƒ � 8 Ü Š • “ f ! : § ¿ Ø ä

/ ? 1 à a ö Š [89]5 � � � ‡ � g ( � " Š â z ‡ ¥ % � z ‡ à a ¥ % � å

l § 4 8 / ò ¥ N ƒ y 8 � • C � à a ¥ " à a � ¥ % • Ð � � ½ • ¤ k � y

8 Ù ¥ � ¥ % � þ Š § ¿ ^ Powell• { [89]̀ z ¼ � • � � • Œ ¥ Œ » " � � �

˜ ‡ Â ñ � ) ƒ � § z ‡ à a � ¤ 
 � g ( � ¥ � I ! : §  ¤ k y 8 Ù ¥ �

¥ Š • § � f ! : " ( ½ à a ‡ ê � � K ´ 4 ä ¥ š “ f ! : � ² þ Ñ Ý • 4"

� ¥ N ƒ �   ˜ u ) C z ž § g e  þ / • # I ! :� • Œ ¥ "

3.6.1.2 Å Å Å à à à a a a � � � O O O Ž Ž Ž

· ‚ • z ‡ à a ( ½ ˜ ‡ Ü · ¹ ¡ § ù ´ ˜ ‡ � g ( � ¥ ¥ N ƒ � 8

Ü Si § Si ¥ % • Pi § Œ » • r i " b � � c � Â : à a • Œ ¥ ¥ % • pR Œ » • rR "

@ o H { ù † ä ¿ é� c � ! : ? 1 e ã � ä µ

r i < sin(� max) ( jjPi � pR jj � rR ): (3.46)

X J Si Ï L 
 ù ˜ � ä § K ò Ù \ \ � ¹ ¡ � ! : � L ƒ¥ § ¿ a L Si ¤ k f !

: § Ä K U Y H { § � f ! : § †– “ f ! : "

· ‚ • ¹ ¡ ¥ � z ‡ ! : Si 3 à a ¥ % p� ? O Ž Ñ ü ‡ é ê ˜ m Œ „

5 SH¥ þ " ˜ ‡ ´ ^ Si � ¥ % Ú Œ » • ª 3.45† � O Ž � � � • Œ ¥ SH¥

þ f b[i ]§ , ˜ ‡ ´ Ï L \ \ Si � � “ ¥ � “ f ! : é A � ¥ N ƒ � é ê Œ „

5 SH¥ þ � � � f d[i ]" d ¹ ¡ � ï á L § § f b[i ](p� ; Pi ; r i ) ´ f d[i ] � ˜ ‡ C q "

· ‚ F " f b[i ]U 
 • Ð / C q f d[i ]§ ù � Ò Ø ¬ Ï • ƒ � à a ¦ ^ Ø Ó ¥ N ƒ

8 Ü  Ú \ ² w � X Ú Ø ë Y § • d Œ ± U ª ã ò f d[i ]Ý K � f b[i ]þ O Ž Ñ ˜

‡   ˜ ¥ þ w[i ]µ

w[i ]l =

 
+ lX

m= � l

(f b[i ])lm (f d[i ])lm

!

=

 
+ lX

m= � l

(f b[i ])2
lm

!

(3.47)
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3.6.1.3 Å Å Å º º º: : :� � � O O O Ž Ž Ž

3 z ‡ º : ? • ¹ ¡ þ � z ‡ ¥ N ƒ ) ¤ é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ ž § Œ

ò w[i ] U 3.44) ¤ é � Ý 
 W[i ]§ ¿ U ª 3.45� • � ˜ ‡ � ª O Ž � � f d[i ]� ˜

‡• Ð � C q µ

f [i ](p; Pi ; r i ) = W[i ]F(� (p; Pi ; r i ))y (s(p; Pi )) (3.48)

† * 5 w § ƒ � à a ¦ ^ Ø Ó � ¥ N ƒ 8 Ü Œ U 3 à a ƒ m / ¤ Œ „ 5 ¼ ê �

Ø ë Y § ?  E ¤ 1 ì O Ž ( J � Ø ë Y £ „ ã 3.5(b)¤ "  ¦ ^   ˜ ¥ þ ò ~

� ù « Ø ë Y £ „ ã 3.5(c)¤ “ d ´ é � � " ¯¢ þ § · ‚ Œ ± ò w[i ]Ú f (� ) Å ‘

ƒ ¦ � 2 U ª ã E › � � W[i ]F§ 3 ” ƒ X Ú ì ¥ § ù • I ‡ ˜ g � 	 � ¥ þ ¦

{ " d u • › 
 ¹ ¡ þ ¥ N ƒ ¤ Ü � � Œ » § ù ¦ � Œ ± ^ ù « { ü � E â 5

¼ � é Ð � C q " � � Â : l à a ¥ % p� C • à a ¥ � ? ¿ : p§ · ‚ | ^ Si �

^ = £ l s(p� ; Pi ) � s(p; Pi ) ¤ Ú   ˜ £ l � (p� ; Pi ; r i ) � � (p; Pi ; r i ) ¤ 5 ‡ N Œ „ 5

C z § du 3 p� Ú pw 5 ñ 	 Ô À � Ø Œ § Ï d ù « ‰ { ´ Ü n � "

3.6.2 g g g ñ ñ ñ 	 	 	

· ‚ •Ô N � ) ¥ C q � ž ÿ ‡ ¦¥ N ƒ 8 Ü � � C X � Ô N £ 3.5.1¤ § ù

¿ › X § X J Ø « © ^ 5 C q † � Â : Ó ˜ ‡ Û Ü � Ô N A Û � ¥ N ƒ £ X

ã 3.6¥ f 7 Ú � ¥ ¤ †^ 5 C q � Â : ± Œ A Û � ¥ N ƒ £ ã ¥ ù Ú � ¥ ¤ § �

‡ Ô N Ñ ò � C q§ � ¥ N ƒ 8 Ü ñ 	 " • d § é u z ‡ � Â : p½ Â ˜ ‡ ƒ ²

¡ Tp § ¿ ^ § Š • “ n 5 � ¤ ù ˜ � ä " X J ¥ N ƒ S� �   u Tp � � ¡ £ d

� Â : p� { • Np Œ ± ½ Â Tp � • • ¤ § ~ X ã ¥ � f b Ú ¥ § Œ � � � Ñ Ù Š

^ ¶ ‡ ƒ § X J ¥ N ƒ � �   u Tp � � ¡ £ � ‘ Ú ¤ § · ‚ † � é Ù é ê Œ „

5 SH¥ þ ? 1 \ \ " I ‡ �% ? n � ´ † Tp ƒ � � ¥ § X J ¥ % 3 Tp � � ¡ …

ò � Â : p• ) 3 Ù ¥ £ f 7 Ú ¤ § Œ @ • T ¥ ^ 5 C q � Â : p� Ó ˜ Û Ü � Ô

N A Û § Ï d � Ñ § � K • ¶ é u Ù ¦ � † Tp ƒ � � ¥ £ È ‘ Ú † ù Ú ¤ § · ‚

  � § ‚ � Œ » ¦ Ù f Ð † Tpƒ ƒ § ‡ ¢ y ù ˜ O † § • I ‡ ò T ¥   u Tp�

¡ Ü © ? å Tp • � � : q0 Ý K � Tp þ � � q1 § ¿ ¦ ^ q0q1 Š • ¥ � † » = Œ � E

¥ S0
5 O † S"
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ã 3.6: Ú \ Ü · � O “ 5 K 5 ? n g ñ 	

þ ã � 5 K ¬ 3 pd ¥ � S Ü £ � 	 Ü � ž ÿ � ) Œ „ 5 Ø ë Y § I ‡Ú \

� Š X ê � 5 Å ì O Œ O † � ¥ � Œ » § � d e ª ( ½ µ

� = max (1; (kp � q1k � d)=d) ; d =
p

r 2 � (r � k q1 � q0k)2 (3.49)

Ù ¥ S� Œ » • r § ¥ % • p§ d́ q1 ÷ Tp � S	 Ü � å l "

3.6.3 Û Û Û Ü Ü Ü 1 1 1   

3 ƒ c � ? Ø ¥ § · ‚ Ñ b � 1  • ‚ ¸ 1 " ¢ S þ § • Œ ± a q / ? n

Û Ü 1  " Û Ü 1  Ú ‚ ¸ 1 • Œ � Ø Ó 3 u § 3 z ‡ º : ? ‚ ¸ 1 Ñ ´ ˜ �

� §  Û Ü 1 K ¬ k C z " , 	 § du é Ø Ó º:  ó § Û Ü 1  Ú | µ ¥ ñ

	 Ô N � c � ^ S • Œ U u ) C z § ù ‡ ¦ 3 z ‡ º : ? é | µ ¥ � ñ 	 Ô N

Ú Û Ü 1  ? 1 ü S " • { ü å „ § · ‚ 3 ± › ž v k • Ä 1 � « Ï ƒ §  ´

b � ¤ k ñ 	 Ô N Ñ   u Û Ü 1  � c ¡ "

· ‚ Œ ± ) Û / ½ Â ˜ « ¥ G 1  L (�; d ) § ù p � ´ � Œ » § d́ 8 ˜ z �

¥ % • • " é u Û Ü 1  § # N 3 Ø Ó � Â : k Ø Ó � � Ú d" • 
 • B ï á �

é L § Œ 3 º : � Û Ü ‹ I X ¥ O Ž L H = H ((0; 0; 1)) � L (�; d ) µ ò z¶ � • {

‚ • • N § ò dÚ N ( ½ � ² ¡ Š • xz ² ¡ § l  � � x ¶ • • " 3 ù ‡ ‹ I X

¥ § L H Œ ± d dÚ N � Y � ± 9 1  Œ � � 5 û ½ " Š â ù « ë ê z Œ ± ï á å

˜ ‡ � ‘« n5 £ ã Û Ü 1  "



1 n Ù Ä u é ê ˜ m ý O Ž � ¢ž ^ K Ž { 61

d u Œ „ 5 SH¥ þ g ´ 3  . ‹ I X ¥ ½ Â � § 3 ¢ ž O Ž ž § I ‡ Å º

:/ ò LH ^ = �  . ‹ I X ¥ § • 
 \ ¯ ù ˜ O Ž § · ‚ ¦ ^ ˜ ‡ ü “ £ single

lobe¤ � ZH� . [41]5 C q L H " ù � Ò Œ ± | ^ 3.1.3¥ � • { 5 � ¤ ¯ „ ^

= "

3.6.4 SH � � � ý ý ý È È È Å Å Å

¦ ^ SHÄ ¼ ê 5 ? 1 C q Ú  �   ¬ Ú \ ˜ « ‚ G r � £ ringing¤ § ù

« y– a ' u & Ò ? np � 3 Ù d £ Gibbs¤ � � § Ï ~ � ? n •{ ´ é SH¥ þ

– \ ˜ ‡ I ¼ ê 5 ³ › p ª Ü © " \ I ö Š é Œ „ 5 SH¥ þ Ú 1  SH¥ þ Ñ

Œ ± ? 1 "

· ‚ ¦ ^{ u È Å ì 5 � ¤ é 1  Ú Œ „ 5 � \ I ö Š § =ò ª ã l � SHX

ê ¦ þ ˜ ‡   ˜ Ï f � l = cos((l=h)�= 2)§ h ^ 5 › › I ¼ ê � ° Ý " é u n � SH§

¦ ^ ° Ý • h = 2n � I ¼ ê ˜ „ ' � Ü · § � , 
 A ½ � p Ä � ‰ Œ £ High

Dynamic Range§ HDR) ‚ ¸ 1 Œ U ¬ I ‡ • Ä � I ¼ ê "

3.6.5 Ä Ä Ä u u u GPU � � � ± ± ± › › ›

· ‚ I ‡ é | µ ¥ ¤ k º : ? 1 X Ú § ˜ ‡ • † � � GPU¢ y ´ Ï L º :

X Ú ì £ vertex shader¤ 5 � ¤ ù ˜ ó Š " Ú º : ? n ì ƒ ' § 8 c � ã / M ‡

~ X NV6800/7800Ï ~ Ñ J ø 
 • õ � ” ƒ ? n ì £ 16‡ ” ƒ ? n ì /6 ‡ º :

? n ì ¤ § ” ƒ ? n ì � $ Ž U å • • \ r Œ § Ó ž 3 ” ƒ X Ú ì ¥ « n ¼ � �

� Ç • � ' 3 º : X Ú ì ¥ p " Ï d § · ‚ | ^ ” ƒ X Ú ì 5 � ¤ Å º : � O

Ž "

· ‚ æ ^ õ H ± › § X ã 3.7¤ « " 1 ˜ H ± › 3 CPU¥ ? 1 § • z ‡ à a

� ) º : Ú ¥ N ƒ � ƒ ' ê â ¶ 1 � H ± › 3 GPU� ” ƒ X Ú ì ¥ ? 1 § � ¤

Œ „ 5 Ú 1 ì O Ž § ¿ ò º : ô Ú Ñ Ñ � ˜ Ü « n ¥ ¶ 1 n H ± › ò 1 � H ±

› Ñ Ñ � « n Š • º : ô Ú ê â § Ó ž ± 1 ˜ H ± › ž � ) � º :   ˜ † n �

/ ¡ ¡ �º: ¢ Ú Š • Ñ \ § � ¤| µ � ± › "

3 § S $ 1 ƒ c § · ‚ ò ý ? n � ) � é ê ˜ m � Œ „ 5 SH¥ þ Ú ¦

^ HYB Ž { £ 3.3.3¤ I ‡ � Volterra ? ê ë ê a,b¿ ò ( J • ; � ˜ ‘ « n ¥ "

3 § S Ð © z ž § • ˆ ‡ • • O Ž L H (n) ¿ ò ( J • ; � ˜ ‡ á • « n £ cube
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ã 3.7: | ^ GPU� ” ƒ X Ú ì ¢ y ± ›

map¤ ¥ § � 1  u ) C z ž § · ‚ I ‡  # � ) L H (n) � « n " é u Û Ü 1  §

„ I ‡˜ ‡ � 	 � � ‘« n L H £ 3.6.3¤ "

1 ˜ H ± › � ) º: ê â £ • ) º:�   ˜ ! { • ± 9 ¤ á � à a ? Ò ¤ Ú

¡ ¡ ê â £ z ‡ n � / ¡ ¡ � º : é A � ¢ Ú ¤ " é u z ˜ ‡ à a § H { � g (

� ¥ ¼ � ˜ ‡ Ü · � ¹ ¡ ¿ • z ‡ ñ 	 f O Ž ˜ ‡   ˜ ¥ þ £ 3.6.1.2¤ "

1 � H ± › 3 ” ƒ X Ú ì ¥ ? 1 § Ñ \ � º : ê â � | „ ¤ ˜ Ü � ‘ «

n § ¿ ò º : �   ˜ ! { • Ú à a ¢ Ú © ¬ • ; ¶ ¥ N ƒ � & E • � | „ ¤ ˜

Ü « n § ¿ ò ¥ N ƒ ë ê Ú   ˜ ¥ þ © ¬ • ; " ¥ N ƒ « n � z ˜ 1 é A ˜ ‡

à a � ¹ ¡ § z ‡ ” ƒ é A ¥ N ƒ � ¥ % Ú Œ » ½   ˜ ¥ þ " ± › ž § · ‚ 3

¶ 4 þ ± › ˜ ‡ � • / § 3 ” ƒ X Ú ì ^ � Š � � « n ‹ I 5 � Î º : « n §

ù � Ñ Ñ … • ¥ � z ˜ ‡ ” ƒ ¢ S þ é A 
 ˜ ‡ º: " ¼ �º:� à a ¢ Ú � §

� Î ¹ ¡ « n 5 ¼ � é A � ¹ ¡ ¥ ¤ k � ¥ N ƒ � ê â § • ª 3.485 ¼ � z ‡

¥ N ƒ � é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ § ¿ ? 1 \ \ � � é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ f "

3 ù ˜ L § ¥ § I A ^ 3.6.2¥ � 5 K 5 G Ø ¥ N ƒ § ¿ ? 1 Ü · � O “ " · ‚

^ HYB Ž { O Ž g = exp � (f ) �� � ˜ m ¥ � Œ „ 5 ¥ þ g § ò g † L H (n) : È Ò

Œ ± � � º : � ô Ú " 1 � H ± › � ¤ ƒ � § 3 Ñ Ñ … • ¥ � ( J ´ z ‡ º :

� ô Ú "

5 ¿ � Ø Ó � à a é A � ¹ ¡ ¥ ¥ � ‡ ê ´ Ø ˜ � � § · ‚ 3 ¥ N ƒ «

n ¥ z ˜ 1 Ñ • ; 
 ( å I “ £ ˜ ‡ Œ » • 0� ¥ ¤ § Ï L ù ‡ I “ U 3 Ì ‚ ¥

• � Ÿ o ž ÿ ò Ñ " • 
 ò ê â C \ « n ¥ § I ‡ • ½ ˜ ‡ • Œ Œ U � ¹ ¡ •

Ý £ 256½ 128§ À | µ E , Ý  ½ ¤ "
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(a) 1 ‚ ‹ l (b) SHEXP,n=4 (c) SHEXP,n=6 (d) AO

ã 3.8: SHEXPÚ AO � ' �

1 n H ± › • • { ü § · ‚ ¦ ^ OpenGL� ” ƒ … • é – £ Pixel Bu�er

Object§ PBO¤ * Ð 5 ò 1 � H ± › � Ñ Ñ … • † � Ö \ º : … • ¥ Š • º :

ô Ú ê â § ¿ ^ Ó � • { º : « n ¥ �   ˜ ê â Ö \ º : … • ¥ Š • º :   ˜

ê â " • � N ^ glDrawElementsò ¤ k � n � ¡ ¡ Ñ Ñ = Œ "

3.7 ( ( ( J J J 9 9 9 ? ? ? Ø Ø Ø

· ‚ 3 ˜ � 3.2GHz CPU/NV7800 GTXw k /1GB S • � Å ì þ é Ž { ?

1 
 ÿ Á § ¤ k � ( J ã ” Ñ ´ 3 1280� 1024� © E Ç e Ñ Ñ � "

Ä k ò · ‚ � Ž { £ P • SHEXP¤ † Bunnell3 2004c ‰ Ñ � ‚ ¸ ñ 	 £ Ambient

Occlusion§ P • AO ¤ Ž { [62]� ' � § � ö ´ 8 c • ˜ U ? n ‚ ¸ 1 † � 1 ì

e Ä � | µ £ • ) Ô N � / C Ú £ Ä ¤ � ¢ ž ± › Ž { § ù p ‰ Ñ � ( J ´ |

^ http://download.developer.nvidia.comþ e 1 � “ è O Ž � � � " Š • ë • I

O § 1 ‚ ‹ l � ( J ´ 3 4� SH � � � � ‚ ¸ 1 e ¦ ^ 1 ‚ ‹ l Ž { � � � "

· ‚ ' � 
 © O ¦ ^ 4� Ú 6� � é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ \ \ 5 O Ž Œ „ 5 £ 1

ì O Ž Ñ ¦ ^ 4� SH¤ ��� ( J " 1 ˜ ü � ( J ¥ § ¤ k ë † ' � � Ž { Ñ ^

¥ N ƒ ? 1 Œ „ 5 O Ž ¶ 1 � ü ( J ¥ § 1 ‚ ‹ l Ú AO Ž { ¦ ^ 
 ¢ S � Ô N

A Û 5 � ¤ Œ „ 5 O Ž §  SHEXPŽ { ( J ´ Ä u Ô N � ¥ N ƒ C q 5 O Ž �

Œ „ 5 " Œ ± w Ñ § ¦ ^ · ‚ � Ž { � � 
 • • ý ¢ � Ò K � J " , 	 § 3 ¦

^ 4� SH? 1 Œ „ 5 \ \O Ž ž § du � ä Ø � ¬ � ) L õ� Ò K §  ù Œ ± Ï

L ¦ ^ 6� � SH? 1 Œ „ 5 \ \O Ž 5 )û "

ã 3.9¥ Ð « 
 · ‚ � C q •{ Ú \ � n « Ø � µ ¦ ^ ¥ C q £ ã 3.9(b)¤ 5

“ O Ô N A Û £ ã 3.9(b)¤ ¶ 3 z g ? 1 SHÈ � $ Ž � � ä� A ½ � ê £ ã 3.9(c)¤ ¶

^ é ê ˜ m ¥ � Œ „ 5 SH¥ þ � \ \ £ ã 3.9(d)¤ 5 “ O � ˜ m ¥ SH¥ þ\ ¦ §

¦ ^ C q � • ê $ Ž • { 5 ò é ê ˜ m ¥ Œ „ 5 SH¥ þ „ � � � ˜ m " ù p
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¤ k � O Ž Ñ ´ ^ CPU� ¤ � " Œ ± w Ñ § • Ì ‡ � Ø � 5  Ø ´ 5 g u é ê

˜ m � � ˜ m � = † §  ´ 5 g u SHÈ � � ä Ø � " ¯ ¢ þ § · ‚ � • { † ¦

^ SHÈ � • { [3]� � 
 À ú þ A � Ã { « © � ( J " , 	 § é Ô N A Û ? 1

¥ C q • Ú \ 
 ˜ ½ � Ø � § 3 À ú þ � � J Ò ´ Ò K � ˜ ½ § Ý / * Œ 
 "

é u � ä Ø � § Œ Ï L 3 \ \ é ê ˜ m Œ „ 5 SH¥ þ ž ¦ ^ • p � � ê 5 ?

1 › › £ ã 3.9(e)¤ § † ó ƒ § · ‚ ¦ ^ 6� SH5 O Ž Œ „ 5 SH¥ þ § , � � ä

� 4� ¿ ? 1 1 ì O Ž " � � � ( J Ú ã 3.9(c)Ú ã 3.9(d)ƒ ' • • � C ë • ã

” £ ã 3.9(a)¤ " ¢ S þ § é ê ˜ m •{ 3 p � � SHe U �� •p � 5 U J , § ù

´ ã 3.10¥ ¤ ‡ ` ² � "

ã 3.10‰ Ñ 
 Ø Ó � ê e é ê ˜ m \ \ � • { † � ˜ m ¥ \ ¦ � • { ƒ '

� 5 U J , ± 9 ÿ � � ² þ ± › v Ç § • 
 ¦ � � O • \ ² w § · ‚ ¦ ^ 
 é

� � 1  § … v k ¦ ^ \ I ö Š " ã ¥ � Ñ � � ê X \1 :9� " L « † Ó � � � ˜

m \ ¦ • { ƒ ' é ê ˜ m \ \ � • { J p 5 U � § Ý £ ü « • { Ñ ¦ ^ CPU¤ "

Œ ± w Ñ § p � � SH¦ � 1 ì Ú Ò K � J • • b z § Ó ž é ê ˜ m � \ \ • {

• Œ ± ‘ X � ê � O \ �� • Œ � 5 U J , "

ã 3.11‰ Ñ 
 Ø Ó � • ê • { � � ( J ' � £ ë „ 3.3.3¤ § · ‚ ^ � ˜ m \

¦ • { � ( J Š • ë • I O § ¤ k ( J Ñ ¦ ^ 4� � SH§ Ø ¦ ^ \ I ö Š " ã

¥ � \#prod" L « ? 1 � SHÈ $ Ž � g ê § \#square" L « SH² • $ Ž � g ê "

ù p HYB Ú OL Ž { Ñ ´ 3 GPU¥ ¢ y § Ù ¦ Ž { 3 CPU¥ ¢ y § ù ´ d u �

c GPUé · - ‰ 1 ^ ê k • › § X J • z ‡ ” ƒ / º : ? 1 � SHÈ ½ SH² • �

g ê L õ § ò Ã { ‰ Ñ Ä u GPU¢ y " ^ 5 � Â Ò K �/ ¡ k 128� 128‡ º: "

5 ¿ � ¦ ^ { ü ˜ ? ê Ž { § = ¦ ^ � š ~ p � � ê £ k = 21 ¤ § • Ã { � � ÷

¿ � C q £ 5 ¿ Ò K ¥ � � € ¤ §  HYB Ú PS*-2̂ � � � O Ž Ò Œ ± � � › ©

° ( � C q § $ – ë OL • { • U � � ƒ � Ð � ( J § � d ž Ò K ˜ ½ § Ý þ �

� 
z 
 "

· ‚ � E 
 ü ‡ • E , � | µ 5 ÿ Á Ž { § X ã 3.12¤ « " L 3.2¥ ‰ Ñ 


ÿ Á | µ � ë ê " I ‡ ` ² � ´ § ÿ Á | µ � Ä x ´ © ã � ) � § ù p ‰ Ñ �

ë ê Ø 
 Ú v Ç ƒ ' � ‘ 8 Ú ² þ ¹ ¡ ¥ N ƒ ê ƒ 	 Ñ ´ U • E , ã á O Ž �

�� "

± › æ ^ Ä u GPU� ¢ y § SH� ê • 4" • ê $ Ž Ž { ¦ ^ HYB " Œ ±

w Ñ § · ‚ 3 ƒ � p � v Ç £ 10� 30Hz¤ e � � 
 - < ÷ ¿ � † � 1 ì �
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J £ ã 3.13¥ ‰ Ñ 
 • õ ± › ( J ¤ § • ) / C Ô N � g Ò K £ „ ã 3.14¤ "

L 3.2: ÿ Á | µ ë ê

‘ 8 | µ 1£ Fighting ¤ | µ 2£ Dino¤

º: ê Ä � 41k 75k

· � 24k 45k

o ê 64k 120k

¥ N ƒ ê Ä � 152 500

· � 92 0

o ê 244 500

² þ ¹ ¡ ¥ N ƒ ê 47 42

� Â : à a ê 120 256

v „ Ç ‰ Œ 15.6� 44.5 10.6� 33.2

² þ v „ Ç 26.2 14.1
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(a) 1 ‚ ‹ l (b) ¥ C q (c) SH È ,n=4 (d) SHEXP, n=4 (e) SHEXP, n=6

ã 3.9: C q Ø � S � § 1  ^ 4� SH �

(a) SHEXP, n=3,

1:9� , 7.1Hz

(b) SHEXP, n=4,

3:4� , 5.5Hz

(c) SHEXP, n=5,

6:5� , 4.3Hz

(d) SHEXP, n=6,

11:0� , 3.3Hz

(e) SHÈ , n=6,

0.3Hz

ã 3.10: SH� ê é ( J � K •

(a) SH È (CPU)

#prod=494,790;

#squares=0;

2.47Hz

(b) PS-21(CPU)

#prod=327,680;

#squares=0;

3.27Hz

(c) OL(GPU)

#prod=0;

#squares=0;

90.4Hz

(d) HYB(GPU)

#prod=0;

#squares=30,784;

82.6Hz

(e) PS*-2(CPU)

#prod=0;

#squares=45,518;

7.53Hz

ã 3.11: Ø Ó • ê $ ŽŽ { ' � § Bunny � . ^ 63‡ ¥ N ƒ C q

(a) \Fighting" | µ , 23.2 Hz (b) \Dino" | µ , 22.4 Hz

ã 3.12: SHEXPÿ Á | µ § Ä u GPU± ›
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(a) Ã Ò K (b) k Ò K (c) ¥ C q

ã 3.13: • õ SHEXP± › ( J

(a) Ã Ò K (b) k Ò K (c) Ã Ò K (d) k Ò K

ã 3.14: ¦ ^ O † 5 K ��� g Ò K � J
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· ‚ Œ ± 3 Ø Ó � º Ý þ 5 • 	 1 U 3 | µ ¥ � D Ñ " ˜ ‡ º Ý ¡ • ÷ *

º Ý £ macro-scale¤ § 3 ÷ * º Ý þ § · ‚ ' % � ´ 1 U 3 | µ ¥ ˆ ‡ Ü © ƒ m

� D Ñ § ~ X § < Ô � Ã : 3 ® Z þ Ý � � Ò K ¶ p ¡ ò � 1 ‡ � � S ¡ þ § ¿

¦ � S ¡ � ô Ú  p ¡ ô Ú   l " ù 
 y– Ñ ´ d ÷* º Ý� 1 U D Ñ E ¤ � "

, ˜ ‡ � ¡ • 0 * º Ý £ meso-scale¤ § < Ô ™ Ç L ¡ � ] à Ø ² � ) � [ ‡ �

ô Ú � É ¶ » ` þ � £ ó ƒ m � ñ 	 9 Ò K Ý � Ñ ´ d 0 * º Ý þ � 1 U D Ñ

Ú å � y– " • [ ‡ � º Ý þ � 1 Æ y– ® ² ‡Ñ 
 � © � ï Ä ‰ Œ "

÷ * º Ý þ � 1 U D Ñ � ) � À ú � J U • * 	 ö J ø Ô N / G !   ˜ ±

9 ƒ p ' X � & E § l  ¦ ) ¤ � ã ” ä k ˜ m þ � ý ¢ a " 0 * º Ý þ � 1

U D Ñ � ) � À ú � J K J ø • • Û Ü � & E § ~ X Ô N L ¡ � o ÷ § Ý ± 9

‡ � ( � � � § ù 
 & E ¦ � ) ¤ � ã ” ä k á Ÿ þ � ý ¢ a " é Ø ß ² á Ÿ

 ó § 0 * º Ý þ 1 U � D Ñ A 5 Œ ± d V • ‡ � Ç ¼ ê £ BRDF ¤ 5 £ ã § D

Ñ A 5 3 ˜ m þ � C z Œ ± ^ V • « n ¼ ê £ BTF ¤ 5 • x "

c ã ü « Ž { Ñ X  L y ÷ * º Ý þ � D Ñ §  3 0 * º Ý þ K Š 
 • {

ü � b � § @ • ¤ k Ô N Ñ ´ û ‡ � á Ÿ " � , § · ‚ „ Ï L ¦ ^ Ê Ï � « n

N � 5 O r é Ô N [ ! � £ ã § ,  ù� Ø v ± ‡ N Ô N L ¡ ´ L � Û Ü A � §

~ X À : £ Ä ž Û Ü [ ! � ) � À � ± 9 Û Ü [ ! ƒ p Ý � � Ò K � "

L y 0 * º Ý þ � 1 U D Ñ´ ƒ � ( J � § � Ï 3 u § Ä k § d a D Ñ � )

� À ú � J   ´ † À : • • ƒ ' � § ù ƒ � u • ¯ K O \ 
 ü ‡ ‘ Ý ¶ Ù g §

d u Û Ü [ ! � C z   ´ [ ‡ � § Ï d I ‡ • p � æ � Ç µ · ‚ Ï ~ I ‡ ¦

^ Å ” ƒ � ± › 5 L y ù 
 Û Ü [ ! " , ˜ • ¡ § Û Ü [ !   ä k , « § Ý

� g ƒ q 5 § Œ ± | ^ ù ˜ : 5 ~ � •; ! ` z O Ž "

� Ù ï Ä X Û 3 0 * º Ý þ é Ô N � Û Ü [ ! ? 1 ý O Ž § ¿ Ú ÷ * º Ý

þ � ý O Ž k Å / ( Ü å 5 § ¢ y õ º Ý e 1 ì ² y – � � [ " Š • ï Ä � Ä

: § · ‚ ò Ä k é V º Ý Ë � � Ý D Ñ £ Bi-scale Radiance Transfer¤ [5]? 1 {

‡ � £ � § , � · ‚ J Ñ ü « Ž { § © O ò V º Ý Ë � � Ý D Ñ * Ð � / C Ô

N Ú � ª 1 ì ² "
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ã 4.1: V º Ý Ë � � Ý D Ñ § Ú g [5]

4.1 V V V º º º Ý Ý Ý Ë Ë Ë � � � � � � Ý Ý Ý D D D Ñ Ñ Ñ

Sloan� < 3 2003c J Ñ � V º Ý Ë � � Ý D Ñ [5]ò ÷ * º Ý † 0 * º Ý

� � Û 1 ì ² 3 PRT µ e e ( Ü å 5 § Ù Ä � g ´ ´ Ï L ò 1 U D Ñ � L § ©

) • ü ‡ º Ý § X ã 4.1¤ « "

3 ÷ * º Ý þ § Ï L PRT D Ñ Ý 
 ò ^ SH£ ã � � Û \ � 1 D Ñ � z ‡

º : � Û Ü ‹ I X ˜ m £ tangent space¤ ‹ I X [92]¥ § ¿ Ï L � Š � � ” ƒ

? � Û Ü \ � 1 " 0 * º Ý þ � Ë � � Ý D Ñ Ï L o ‘ � Ë � � Ý D Ñ «

n £ Radiance Transfer Texture,RTT¤ 5 ¢ y § RTT £ ã 
 ˜ ‡ « • S � 0 * (

� � 1 U D Ñ A 5 § | ^ Û Ü [ ! � g ƒ q 5 Ÿ Œ ± ò ˜ ‡ � « • S � 0 * (

� Ï L « n N � A^ � � ‡ Ô N þ "

Ï L Å ” ƒ / ò 0 * º Ý D Ñ A ^ � Û Ü \ � 1 þ § Ò U � � • ª ± › �

( J § X ã 4.2¤ « " V º Ý Ë � � Ý D Ñ � ± › ( J £ ã 4.2(c)¤ U 
 L y ÷ *

º Ý £ ã 4.2(b)¤ Ú 0 * º Ý þ £ ã 4.2(a)¤ � 1 U D Ñ � ) � À ú � J § l  U

' ü Õ ? Û ˜ ‡ º Ý þ � ± › J ø•p � ý ¢ a "

ò Ë � � Ý D Ñ © ) � ü ‡ º Ý þ ` z 
 ý O Ž Ú ± › § ˆ ‡ º Ý � 1 U

D Ñ Ñ U � Ü · / æ � " é u ÷ * º Ý  ó § d u ˜ „ 5 ` 1 ì C z ƒ é … ú §

Ï d ¦ ^ Å º : æ � Ò v 
 L y 
 §  0 * º Ý � 1 ì C z ˜ „ I ‡ ü ‡ ê þ
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(a) BTF § 0 * º Ý (b) PRT § ÷* º Ý (c) V º Ý

ã 4.2: V º Ý Ë � � Ý D Ñ U 
 ‡ N ü ‡ º Ý þ � 1 U D Ñ § Ú g [5]

? ± þ � • p � æ � Ç " º Ý © ) Œ Œ ~ � 
 ý O Ž ( J � • ; m • § Ó ž •

\ „ 
 ± › § Ï • ÷* º Ý þ � O Ž • I ‡ Å º: ? 1 "

1 ì O Ž V º Ý Ë � � Ý D Ñ � 1 ì O Ž d e ª ‰ Ñ µ

Rp = B (up; vp) � (MpL ) (4.1)

Ù ¥ Rp ´ • vp • • Ñ � � Ë � � Ý Š § L ´ 1  � SH¥ þ § Mp ´ Å º : ½ Â

� D Ñ Ý 
 " Œ ± ù � n ) Mp § 3 ˜ ‡ ‰ ½ � SHÄ 1  L i (s) § Œ ± 3 p� Û Ü

‹ I X ¥ é \ � � Ë � � Ý ? 1 æ � § � � Û Ü \ � 1 L p(s) 9 Ù é A � SH¥

þ L p § ù Ò � ¤ 
 Mp �1 i � " † ó ƒ § (Mp) i L « � Û \ � 1 �1 j ‡ SHÄ © þ

é Û Ü \ � 1 � 1 i ‡ SHÄ © þ � � z " B (up; vp) ´ ˜ ‡ Å ” ƒ ½ Â � SH¥ þ §

§ £ ã 
 3 « n ‹ I up é A �   ˜ þ § ˆ ‡ Û Ü \ � 1 � SHÄ 1  é Rp � �

z § § � û u 0 * º Ý þ � ( � " ª 4.1̀ ² ò Û Ü \ � 1 ˆ‡ SHÄ � Š ^ U \

å 5 § Ò �� 
 vp • • Ñ � � Ë � � Ý § = ¶ 4 þ ‰ ½ ” ƒ � ô Ú " I ‡ • Ñ �

´ § © z [5]¥ „ ¦ ^ 
 « n Ü ¤ E â [93]5 ~ � « • > . þ � r � § ù p · ‚ ‘

3 é V º Ý Ë � � Ý N � � V g ? 1 ˜ ‡ { ‡ � 0 � § Ï d Ñ L 
 ù 
 [ ! §

 ª 4.1† � © ¥ k ¤ « O "

ª 4.1¥ § Mp Ú B (up; vp) I ‡ Ï L ý O Ž � � §  $ 1 ž Œ ± | ± Ä � � 1

 "
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÷ * º Ý D Ñ � ý O Ž (PRT) Ú [2]a q § • 
 � � Mp § • I 3 º : p? Ï

L Monte Carlo1 ‚ ‹ l � � ˆ ‡ SHÄ 1  e � Û Ü \ � 1 ¼ ê L p(s) 9 Ù é A

� SH¥ þ L p §  L p Ò ´ Mp é A T Ä 1  � � • þ " 3 1 ‚ ‹ l � L § ¥ � [

1 U 3 Ô N ˆ Ü © ƒ m � ñ 	 Ú ƒ p ‡ � § Ï d MpU N y ÷ * º Ý þ � � Û 1

ì ² � J "

0 * º Ý D Ñ � ý O Ž (RTT) Ë � � Ý D Ñ « n RTT ¢ S þ ´ V • « n

¼ ê BTF � ˜ ‡ $ ª L ã § X 1.4¥ • Ñ � § BTF ´ ˜ ‡ 6‘ ¼ ê b(up; vp; s) § Ù

¥ ś 1  � \ � • • " b(up; vp; s) £ ã 3 « n ‹ I up é A �   ˜ þ § 5 g •

• s� \ � 1 é vp • • Ñ � � Ë � � Ý � � z " ‰ ½ upÚ vp § b(up; vp; s) ´ ˜

‡ ' u s� ¥ ¡ ¼ ê § 3 $ ª 1  � b � e § Œ ± ò Ù Š SHC † � � SH¥

þ B (up; vp) § ù Ò ´ RTT "

RTT � ) ¤ L § Œ ± n ) • 3 ˆ ‡ Ä 1  e é 0 * ( � � � ? 1 � Û 1 ì

² � [ § ¿ 3 z ‡ æ � À : • • þ � � ˜ Ì ã ” " ò ù 
 ã ” U À ‚ • • | C

¤ ˜ | � ‘« n § Ò U 
 3 ã / M ‡ ¥ ? 1 Ö � ¿ � ¤ Å ” ƒ ± › "

V º Ý Ë � � Ý D Ñ � Û • 5 ¦ + V º Ý � Ë � � Ý D Ñ ® ² U 
 � ) ƒ �

´ L � 1 ì ² � J § ,  8 c � •{ E, k Ù Û • 5 § ù N y 3

1: éÄ � | µ � | ± k • Ï L • # 1  � SH¥ þ § y k •{ U 
é N

´ / | ± Ä � 1  § ,  d u PRT � � � Û • 5 § Ã { 3 $ 1 ž ¢

y é Mp � ¯ „ • # § Ï d 8 c � • { Ã { | ± Ä � � Ô N § l  •

› 
 Ù 3 é õ � p ª A^ ¥ � ¦ ^ ¶

2: • | ± $ ª 1 ì ¦ ^ SH5 £ ã 1  Ú Ë � � Ý D Ñ ¿ › X Ã { |

± ¯ „ C z � 1  Ú Œ „ 5 § N y 3 ± › ( J þ § 8 c • { Ã { ±

› p ª 1  � ) � ˜ ß � Ò K § • Ø | ± p 1 A 5 š ~ r � � á Ÿ §

 ù 
� J é u J p ã ” ý ¢ a ´ š ~  ‡ � "

3 � Ù � � ¡ Ü © ¥ § ò © O J Ñ ü « V º Ý Ë � � Ý � * Ð 5 ‹ » ù 


Û • "

4.2 / / / C C C Û Û Û Ü Ü Ü [ [ [ ! ! ! � � � ý ý ý O O O Ž Ž Ž

V º Ý Ë � � Ý D Ñ ƒ ¤ ± Û • u · � Ô N � ± › § � Ï k � § Ä k § ÷*
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º Ý � Ë � Ý D Ñ Ï L PRT[2] é Mp ? 1 ý O Ž §  3 Ô N u ) C z ž ¬ ¦ � ý

O Ž � Mp � � ” � £ „ 1.2¤ " , ˜ • ¡ § Ô N u ) / C ž ò ¦ � Û Ü ‹ I X u

) C z §  X J 3 ± › ž I ‡ ò \ � � Ë � Ý l � Û ‹ I X ^ = � Û Ü ‹ I X

e ò ´› © Œ * � O Ž þ "

� é ÷* º Ý e � 1 U D Ñ § · ‚ 3 1 n Ù ‰ Ñ � SHEXPU 
éÐ / )û

/ C Ô N � † � 1 ì ² § ù � Ò U 
 3 $ 1 ž ¯ „ / Ï L ý O Ž � é ê ˜ m

Œ „ 5 SH¥ þ ) ¤ Mp ¶ � é ‹ I X ^ = § [41]¥ ‰ Ñ 
 ˜ « ^ ZH5 é Û Ü [ !

� PRT£ ¢ S þ • Ò ´ 4.1¥ � B (up; vp) ¤ ? 1 [ Ü � LDPRT Ž { " du ZĤ =

U 
 3 GPU¥ p � / � ¤ § ù Ò)û 
 þ ã 1 � ‡ ¯ K "

˜ ‡ g , � Ž { Ò ´ ò SHEXPÚ LDPRT ( Ü å 5 § ù � Ò U ò V º Ý Ë

� � Ý D Ñ * Ð � / C Ô N þ " e ¡ ò ? Ø ù ˜ ( Ü Ž { § ¿ é ± › ? 1 
 `

z § Ï L 3 ü ‡ º Ý ƒ m D Ñ Œ „ 5 SH¥ þ  Ø ´ † � D Ñ Û Ü \ � 1 � SH¥

þ 5 J p 5 U " · ‚ „ ò ? Ø ü « • { ü � Û Ü [ ! £ ã � . ¿ ‰ Ñ ( J � '

� "

4.2.1 1 1 1 ì ì ì O O O Ž Ž Ž

· ‚ E , b � � Û 1 ì ² § K 3 : p� � � \ � 1 � ¥ ¡ ¼ ê d g(s)L(s) ‰

Ñ § Ù ¥ g(s) ´ 3 pæ � � � � Œ „ 5 " d 3.1.2Œ • § 3 $ ª 1 ì e § Ù é A

� SH¥ þ ´ g � L § g d ª 3.12‰ Ñ "

0 * º Ý þ § ^ N “ ZH� . f s� (up; vp)[i ]; g� (up; vp)[i ]g§ (i = 1; : : : ; N ) 5 [

Ü B (up; vp) � SH �

~b(up; vp; s)[41]" =

B (up; vp) � B 0(up; vp) =
NX

i =1

y T (s� (up; vp)[i ])G � (up; vp)[i ] (4.2)

þ ª ¥ y (s) ´ SHÄ ¼ ê ¥ þ £ „ 3.1.1¤ § s� (up; vp)[i ]́ 1 i ‡ ZH“ � é ¡

¶ § g� (up; vp)[i ]́ ZH X ê § G � (up; vp)[i ]́ ò g� (up; vp)[i ]U ª ã E › ��� SH¥

þ

1
" ù p • ‰ Ñ ( J § •[ í � ë „ [41]" • Q ã { ' § · ‚ 3 � ! e ¡ � Ü ©

¥ Ž � ë ê (up; vp) "

U 3.1.3� •{ § Œ ± ò B 0
l Û Ü ‹ I X Ï L ^ = QC † � � Û ‹ I Xe µ

Q(B 0) =
NX

i =1

y T (Q(s� [i ]))G � [i ] (4.3)

1
~ § é u n � ZH § G � [i ] = ( g� [i ]0 ; g� [i ]1 ; g� [i ]1 ; g� [i ]1 ; g� [i ]2 ; g� [i ]2 ; g� [i ]2 ; g� [i ]2 ; g� [i ]2 )
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ª 4.1Œ ± � • SHn  È £ 3.1.2¤ µ

Rp = ( Q(B 0); g; L ) =

 
NX

i =1

y T (Q(s� [i ]))G � [i ]

!

� g � L (4.4)

5 ¿ � ª 4.4† ª 4.1̃ ‡  ‡ � « O 3 u § é c ö  ó § ë † : È � ü

‡ SH¥ þ ½ Â 3 p� Û Ü ‹ I X ¥ §  é � ö  ó § SH¥ þ : È ´ 3 � Û ‹ I

X ¥ ? 1 � " † ó ƒ § V º Ý Ë � � Ý D Ñ Ï L Mpò � Û ‹ I X � L ^ = � p�

Û Ü ‹ I X e §  · ‚ ò Û Ü ‹ I X ¥ � B ^ = � � Û ‹ I X ¥ ¿ † ½ Â 3 Ó

˜ ‹ I Xe � \ � 1 SH¥ þ g � L ? 1 : È " ù � ‰ ´ Ï • § ƒ ' ^ 5 £ ã 1 

� SH¥ þ L  ó § B • · Ü ^ õ “ ZH� . 5 [ Ü "

ù � ‰ ‘ 5 � � 	 Ð ? 3 u § du g † ) Ò ¥ � Ü © ½ Â Ó ˜ ‹ I X e § Ï

d Œ ± ò g ˜ � ) Ò p ¡ " ��

Rp =

  
NX

i =1

y T (Q(s� [i ]))G � [i ]

!

� g

!

� L (4.5)

ù � § · ‚ ò SHÈ $ Ž ‚ � ” ƒ ? n ì ¥ ? 1 § | ^ GPU� ¿ 1 O Ž U å \

¯ O Ž " Ó ž § I ‡ 3 ü ‡ º Ý ƒ m D Ñ � C þ ê þ ~ � 
 n � £ 5 ¿ � \

� 1 � RGB n ‡ Ï � © O I ‡ ˜ ‡ SH¥ þ §  Œ „ 5 SH¥ þ • I ˜ ‡ Ï � ¤ §

é GPU¢ y  ó § ù ¿ › X I ‡ � Š � º : ê â ~ � 
 n � § Ó ž • ; • 
 •

d Ú \ � � 	 �õ H ± › "

LDPRT � . † � l BTF ² L SHC †  5 § Ï d ´ £ ã $ ª 1 ì e Û Ü [

! � ˜ ‡ ƒ � ˜ „ 5 � � . § U 
 £ ã › © E , � Û Ü [ ! " · ‚ • Œ ± • Ä

± e ü ‡• { ü � � . "

BRDF X J 3 ˜ ‡ Ô N S Ü Ø • Ä 0 * º Ý ‡ � A 5 3 ˜ m þ � C z § · ‚

Œ ± ^ BRDF 5 £ ã Û Ü [ ! þ § l  Ø I ‡ • up ë ê ï á � é L " 1 ì O Ž �

ú ª Ø C § � ´ ¯ K ~ � 
 ü ‘ § Ï d I ‡ � ý O Ž Ú • ; � 5 � Ñ ‡ ƒ é �

˜ 
 § 3$ 1 ž • Œ ± ~ � « n � Î � ê þ "

{ • « n N � , ˜ ‡ 3 ã / Æ ¥ ² ~ ¦ ^ � � . ´ { • « n N � £ normal

mapping¤ [94]§ Ï L { • C z 5 £ ã 0 * º Ý � Û Ü [ ! " ¦ + ù ˜ � . ¿ Ø
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v ± N y E , � Û Ü [ ! § � du Ù � . { ü § U 
 • B / Ï L M ‡ ¢ y [95]¿

Ú PRT µ e ( Ü [96]" § • U 
 � N ´ / 8 ¤ � · ‚ � ± › µ e ¥ § l  ¢ y $

ª ‚ ¸ 1  e / C Ô N � { • « n N � § • I ò 1 ì O Ž ú ª U • µ

Rp = ( H (n(up)) � g) � L (4.6)

= Œ § Ù ¥ H (n) ´ Ë � � Ý �  ¼ ê � SHC † § „ 3.2§ n(up) ´ { • � C z § •

; 3 { • « n ¥ "

4.2.2 ý ý ý O O O Ž Ž Ž

ý O Ž � L § † SHEXPa q £ „ 3.5¤ " 3 0 * º Ý þ § · ‚ „ I ‡ ¦

^ [41]� • { • ò BTF B (up; vp) C q • ˜ X � � ZH“ (lobe)" ù ´ ˜ ‡ [ Ü L

§ § Ù Ä � g ´ ´ é 8 I ¼ ê µ

	 =
Z

s

 

B(s) �
NX

i =1

(y T (s� [i ])G � [i ]) � y (s)

! 2

ds = kB � B 0k2 (4.7)

? 1 ` z 5 • z ‡ (up; vp) �� f s� [i ]; g� [i ]g" ù 
 ZH“ � ê â � |C ¤ LDPRT «

n § ¿ Ï L « n N � Š ^ � Ô N þ "

é u BRDF § ý ? n � L § � � a q § Ø Ó � ´ v k 7 ‡ • z ‡ up)

¤ ZH“ "

4.2.3 ± ± ± › › ›

Ú 3.6a q § · ‚ æ ^ n H ± › § 1 ˜ H 3 CPU¥ � ¤ Å à a � O Ž § � �

z ‡ à a é A � ¹ ¡ Ú   ˜ ¥ þ ¶ 1 � H 3 GPU¥ ? 1 § | ^ ” ƒ X Ú ì Å º

: O Ž Œ „ 5 SH¥ þ ¶ Ú 3.6¥ £ ã � µ e Ø Ó § X Ú L § 3 1 n H ± › ¥ �

¤ " ± › 6 Y ‚ X ã 4.3¤ « "

· ‚ æ ^ 4� SH5 L ã Œ „ 5 § d u Œ „ 5 ¥ þ ´ Å º : O Ž � § I ‡

é Ù ? 1 � Š 5 � � Å ” ƒ � Œ „ 5 ¥ þ §  ù Œ ± Ï L « n ‹ I � Š �

¤ " l 1 � H ± › £ ÷ * º Ý ¤ � 1 n H ± › £ 0 * º Ý ¤ I ‡ D 4 16‡ SHX

ê § OpenGL� multiple render target* Ð [97]Œ ± ^ 5 ¢ y ù ˜ D 4 µ 3 1 � H

± ›¥ � ) � SH¥ þ � Ñ Ñ � 4‡ Ï � § ¿ Ï L pixel bu�er object* Ð [84]ò 4‡

v … • ¥ � ê â € � � º : … • ¥ § 3 1 n H ± › ž Š • « n ‹ I ê â Ñ \ ±

› 6 Y ‚ "
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ã 4.3: ± › 6 Y ‚ µ SHEXP+LDPRT

é u 0 * º Ý þ � $ Ž § · ‚ 3 1 n H ± › ž Å ” ƒ O Ž ª 4.5 5 � ¤ X

Ú § Ù ¥ L Ï L ý O Ž � � ¿ Š • ë ê D \ ¶ Œ „ 5 ¥ þ g ± « n ‹ I � • ª l

1 � H ± › D \ ¶ ZHë ê f s� [i ]; g� [i ]gÏ L LDPRT « n D \ "

é u BRDF § a q / § · ‚ 3 1 n H ± › ž Å ” ƒ O Ž n  È § • ˜ Ø Ó �

´ 3 ¼ � ZHX ê � ž ÿ Ã I • Ä « n ‹ I up " { • N � � O Ž › © { ü § • I

3 1 n H ± › ž Ï L � é { • « n ¼ � Û Ü ‹ I X ¥ � { • § ¿ = † �  . ‹

I Xe �� n(up) § , � U ª 4.6O Ž 1 ì "

4.2.4 ( ( ( J J J 9 9 9 ? ? ? Ø Ø Ø

· ‚ 3 ˜ � 3.2GHz CPU/NV7800 GTXw k /1GB S • � Å ì þ é Ž { ?

1 
 ÿ Á § ¤ k � ( J ã ” Ñ ´ 3 640� 480� © E Ç e Ñ Ñ � " 5 ¿ � d u I

‡ 3 1 n H ± › ž Å ” ƒ / ? 1 X Ú O Ž § Ï d ± › � Ç Ú Ñ Ñ � © E Ç ´ ƒ

' � "

· ‚ � E 
 3‡ / C � . § © O ´ � ‚ £ 2,601‡ º : § ^ 20‡ ¥ C q ¤ § s

´ £ 3,217‡ º : § ^ 32‡ ¥ C q ¤ § ± 9 Armadillo£ 18,879‡ º : § ^ 64‡ ¥ C

q ¤ " · ‚ ¦ ^ 
 [41]¥ � ü « LDPRT « n § © O ´ ˜ ‡ • / � ] € £ ã 4.4(a)¤

Ú ˜ � ¬ B^ ? „ £ ã 4.4(e)¤ "

3 ã 4.4a-d¥ § · ‚ 3 Debevec� ‚ ¸ 1 \Kitchen" e ‰ Ñ 
 ^ LDPRT £ ã

� Û Ü [ ! £ ã 4.4(a), 4.4(c)§ ± ›v Ç • 40� 46fps ¤ Ú { • « n £ ã � Û Ü [

! £ ã 4.4(b), 4.4(d)§ ± › v Ç • 118� 134fps¤ " Œ ± w � § d u LDPRT ¥ • ¹
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 £ ã Û Ü [ ! Ú å � Œ „ 5 C z § Ï  ± › ( J • ä ý ¢ a §  { • « n �

± › ( J   ¬ 4 < � ) © Ø ˜ ] € „ ´ à å � † ú § ¦ + d u Å ” ƒ � X Ú

O Ž • • { ü § Ù ± › „ Ç ‡ p �õ "

ã 4.4e-h‰ Ñ 
 / C Ô N þ V º Ý Ë � � Ý D Ñ � ± › ( J £ ¦ ^ �

‚ ¸ 1 ´ \Grove" ¤ § · ‚ ' � 
 k SHEXP£ Ï d k ÷ * º Ý þ � Ò K § „

ã 4.4(e),4.4(g)§ ± ›v Ç • 39� 43fps¤ Ú v k SHEXP£ ã 4.4(f),4.4(h)¤ § ± ›v

Ç • 44� 45fp¤ " Œ „ d ž ´ ¶ 3 Å ” ƒ � O Ž þ § 5 ¿ � é u � ˜ « œ ¹  ó §

• k LDPRT å Š ^ § � d u · ‚ I ‡ Å ” ƒ O Ž n  È §  Ø – [41] ¥ @ � •

I O Ž ˜ ‡ SH: È § Ï d ± › � Ç ' ü Õ ¦ ^ � LDPRT ‡ $ ˜ 
 "

ã 4.4i-l¥ ‰ Ñ 
 ‚ ¸ 1 \U�zi" e / C � Armadillo � ± › � J § ± › v Ç

• 17� 24fps" ã 4.4m-n‰ Ñ 
 \Beach" e ¦ ^ 7 á BRDF � ± › ( J § ± › v Ç

• 30� 35fps"
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(a) SHEXP+LDPRT

45.96fps

(b) SHEXP+ { • «

n 133.85fps

(c) SHEXP+LDPRT

£ Û Ü À ã ¤ 40.13fps

(d) SHEXP+ { • «

n £ Û Ü À ã ¤ 118.35fps

(e) k SHEXP Ò K (f) Ã SHEXP Ò K (g) / C � § k Ò K (h) / C � § Ã Ò K

(i) Armadillo � . (j) / C � (k) Û Ü À ã § k Ò K (l) Û Ü À ã § Ã Ò K

(m) Phong § / C c (n) Phong § / C �

ã 4.4: / C Ô N � Û Ü [ !
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(a) St. Peter's Basilica ‚ ¸ 1 (b) SH  �

ã 4.5: ^ 961‘ SH¥ þ  � �� St. Peter's Basilica‚ ¸ 1  § Ú g [6]"

4.3 � � � ª ª ª Û Û Û Ü Ü Ü [ [ [ ! ! ! � � � ý ý ý O O O Ž Ž Ž

© z [5]� V º Ý Ë � Ý D Ñ Û • u $ ª 1 ì ² � J � ± › § Ï d Ã { L

y p ª 1  � ) � ˜ ß � Ò K § • Ø | ± p 1 A 5 š ~ r � � á Ÿ " ù ´ d

u [5]¦ ^ 
 SH5 £ ã 1  Ú ‡ � A 5 " $ � � SHU 
 é Ð / L ˆ ¥ ¡ ¼ ê �

$ ª A � § ,  SHÄ ¼ ê � ‡ ê ‘ � ê � ² • O • § ‡ £ ã � ª � ¥ ¡ ¼ ê I

‡ ‘ Ý é p � SHX ê „ ã 4.5§ ù Ò ¦ � SHØ · Ü ^u � ª 1 ì ² "

¦ ^ Ù ¦ � Ä ¼ ê £ ~ X � Å ¤ U 
 3 Ó � ‡ ê � Ä ¼ ê e � � � Ð � C

q § ,  Š � � ¯ K E, • 3 § ˜ „  ó § · ‚ o ´ I ‡ •p ‘ � L ˆ 5 £ ã �

ª � ¥ ¡ ¼ ê " é u V º Ý Ë � � Ý D Ñ  ó § • Œ � ( J 3 u · ‚ ¿ Ø • ´

{ ü / I ‡ £ ã � ª 1  §  ´ I ‡ £ ã ˜ ‡ � ª � 1  � � ª � \ � 1 � D

Ñ Ý 
 Mp § Ï d ¯ K � 5 � ¬ ‘ X ¥ ¡ ¼ ê L ˆ � X ê ‡ ê ¤ ² • / O • " •

< s � ´ § � ª � ÷ * º Ý Œ „ 5 Ï ~ I ‡ • õ � º : 5 L y § ù ? ˜ Ú O Œ


 ¯ K � 5 � "

˜ ‡ † � � g ´ ´ ¦ ^ PRT � Ø   E â 5 ~ � ê â þ § X CPCA[34]" , 

é u � ª 1 ì � D Ñ Ý 
  ó § 1 m ƒ ' 5 † $ ª ž ƒ ' ‡ � é õ § † ó ƒ T

Ý 
 �C ÷ • § ù ¦ � ^ CPCA é Ù ? 1Ø   C � › © ( J "

� , · ‚ • Œ ± • Ä ^ � Å Ä 5 “ O SHÄ § ¿ ¦ ^ š ‚ 5 C q � • { § �

ï ˜ 
 ý é Š é � � � Å X ê 5 ? 1 Ø   § X [35]" ,  ù p • 	 � ´ l � Û \

� 1 � Û Ü \ � 1 � D Ñ §  Ø ´ ” [35]@ � = • 	 � Û \ � 1 �  À : • •

Ñ � � Ë � Ý £ ½ Ë ì Ý § X J ´ û � L ¡ ¤ � D Ñ § Ï d · ‚ ï Ä � ¯ K � ‘
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Ý ' [35]‡ p ü ‘ " ¦ ^ � Å Ú ¡ È \ � � š ‚ 5 C q E , Ã { ò Ý 
 Ø   �

Œ ± ö Š � § Ý "

3 � Ù ¥ § · ‚ ò J Ñ ˜ « • • ˜ m � 1  L ˆ § 3 ù « ; — 5 š ~ Ð �

L ˆ e ��� D Ñ Ý 
 ò š ~ D Õ § ¿ … Ý 
 � ƒ � � Š Œ U • kk • � A ‡ "

· ‚ | ^ D Ñ Ý 
 � ù 
 5 Ÿ J Ñ 
 ˜ « Ä u V à a £ Biclustering¤ � Ø   Ž

{ " V à a • { ± c Œ þ � ^ 3 ) Ô & E ó § ¥ ? 1 Ä Ï © Û § ù p · ‚ � é

V º Ý Ë � � Ý D Ñ ù ˜ A ½ ¯ K J Ñ ˜ « # � 8 I ¼ ê § ¿ ‰ Ñ 
 ˜ « Ä u

S “ � 8 |¢ � V à a � E •{ "

4.3.1 1 1 1 ì ì ì O O O Ž Ž Ž

3 z ‡ ” ƒ i þ § U e ª 5 O Ž 1 ì µ

Ri =
X

d

b(u; v; d)L �
i (d) = b(u; v) � L �

i (4.8)

ù p b(u; v; d) ´ BTF § u ´ � ‘« n ‹ I § v ´À ‚ • • § d́ \ � 1 � • • § L �
i (d) ´

” ƒ i é A � ˜ m : þ � Û Ü \ � 1 � • • " ª 4.8� • � ˜ Ü © ´ ˜ ‡ ¥ þ /

ª � L ˆ "

5 ¿ � Ú ª 4.1Ø Ó § · ‚ v k ¦ ^ SHC † 5 ò é A (up; vp) � BTF = †

¤ SH¥ þ §  ´ † � ò BTF z ‡ æ � • • þ � Š Š • ¥ þ � é A � ƒ " é \ �

1 ½ , "

” ƒ þ � Û Ü \ � 1 L �
i (d) Ï L éº: þ � Û Ü \ � 1 L �

p � Š �� "  � ö

q ´ Ï L O Ž � Û \ � 1 � D Ñ �� "

L �
p = MpL (4.9)

ù p Mp ´ ˜ ‡ M � N � Ý 
 § Ù � ƒ (Mp) jk L « 1 j ‡ • • þ � � Û \ � 1 é

1 k ‡ • • þ � Û Ü \ � 1 � � z § Ï ~ BTF � \ � 1 • • æ � Ç ‡ $ u ‚ ¸

1  � æ � Ç £ M < N ¤ §  Mp ¢ S þ ´ ˜ ‡ n Ü 
 Œ „ 5 ! ‹ I X ^ = ± 9

 æ � � Ý 
 "

· ‚ Œ ± ò ¤ k n ‡ º:� L �
p © Ü ¤ ˜ ‡ ¥ þ L �

§ ù � ª 4.9Ò ¤ • µ

L � = ML (4.10)
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(a) | µ ! æ � º: 9 Û Ü \ � 1 • • (b) D Ñ Ý 
 9 é A � 1 • þ

ã 4.6: D Ñ Ý 
 � E µ ˜ ‡ ~ f

ù p M ´ ˜ ‡ £ ã � ‡ | µ � 1 U D Ñ � Mn � N � Ý 
 § é u ˜ ‡ 15,000‡ º

: § 6� 32� 32æ � � 1  § \ � 1 • • 8� 8æ � � BTF § M k Œ � 60· ‡ � ƒ §

ù é •; Ú1 ì O Ž  ó Ñ ´ ˜ ‡ ã Œ � ] Ô "

4.3.2 ý ý ý O O O Ž Ž Ž

· ‚ Ï L ý O Ž ¼ � D Ñ Ý 
 § ¿ Ï L Ä u S “ � 8 | ¢ � V à a Ž { é

D Ñ Ý 
 ? 1 Ã › Ø   "

4.3.2.1 � � � E E E D D D Ñ Ñ Ñ Ý Ý Ý 
 
 


é u p: ? ˜ ‡ ‰ ½ � Û Ü \ � 1 • • dj § Ý 
 � ƒ (Mp) jk L « 
 5 g �

Û \ � 1 � æ � • • dk � � z " † ó ƒ § § L « 
 5 g dk • • � Ë � � Ý k

õ � U 
 � ˆ dj § d ª 4.8§ • I ‡ ¼ � 3 BTF æ � • • � \ � 1 = Œ " • 
 O

Ž (Mp) jk § I ‡ • Ä A ‡ Ï ƒ "

Ä k ´ Œ „ 5 § � Û \ � 1 • k 3 Ø� ñ 	 ž U 
 � ˆ p: "

Ù g ´  æ � § · ‚ 3 c ¡ ® ² J � § BTF é \ � 1 • • � æ � Ç   $

u ‚ ¸ 1  � " é A / § I ‡ ò ƒ ' • • þ � � Û \ � 1 \ å 5 � � A ½ • •

� Û Ü \ � 1 "

• � I ‡ • Ä ^ = Ï ƒ § Ï • BTF ´ 3 Û Ü ‹ I X ¥ ½ Â � § Ï d · ‚ I

‡ ò BTF æ � • • ^ = � � Û ‹ I Xe â U � ( O Ž D Ñ Ý 
 "

3 ã 4.6(a)¥ ‰ Ñ 
 ˜ ‡ � E D Ñ Ý 
 � ~ f § · ‚ ¦ ^ 
 ˜ ‡ 88‡ º:�

{ ü | µ " Ï L 3 z ‡ º : p æ � Œ ± � � ˜ ‡ £ ã T : ? Œ „ 5 � á • « n §
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æ � ž ò • þ � • • † � Û ‹ I X � z¶ é à § ¿ � ‚ ¸ 1  � æ � Ç Š • Œ

„ 5 æ � Ç " æ � � � � á • « n þ � z ˜ ‡ ” ƒ é A ˜ ‡ \ � 1 • • § · ‚

H { ù 
 • • 5 �� ¦ ‚ é u z ‡ Û Ü \ � 1 • • � � z "

é u • • dk, · ‚ Ä k u � Œ „ 5 § é u Œ „ 5 æ � • 0� • • Œ ± ê þ �

Ñ K " , � é � • � C � Û Ü \ � 1 • • dj ¿ ò (Mp) jk � • dk • • þ � Œ „ 5

æ � Š "

Û Ü \ � 1 • • f dj gp d ò º : p� Û Ü ‹ I X S � BTF \ � 1 M ‡ æ � •

• Å ‡ ^ = � � Û ‹ I X S �� "

ã 4.6(a)w « 
 ˜ ‡ 88‡ º : � { ü | µ ! æ � º : p! \ � 1 • • dj ± 9

Œ „ 5 æ � ��� á • « n þ é A � � Û \ � 1 • • £ ^ ù Ú I Ñ ¤ § ù 
 • •

é A Ý 
¥ �1 j 1 " � ¤ k �º:Ñ ? n L ƒ � § · ‚ ò Mp © C å 5 �� � �

� | µ D Ñ Ý 
 M § X ã 4.6(b)¤ « £ ã ¥ I Ñ 
 † º : p� \ � 1 • • dj é A

� 1 ¤ "

• 
 U õ Œ „ 5 æ � � r � § Ä k 3 � p � © E Ç é Œ „ 5 ? 1 æ � §

, � 2 ü æ � � 8 I © E Ç " ü æ � ¦ � Œ „ 5 á • « n þ ” ƒ � Š Œ U

� 0Ú 1ƒ 	 � Š " X J ‰ 2m � 2m
� ü æ � § Œ U � Œ „ 5 � Š k 22m + 1 « "

d ã 4.6Œ „ § • • ˜ m e � D Ñ Ý 
 ´ š ~ D Õ � § ¯ ¢ þ § • k 6.9‡ �

� ƒ � š " Š " ù ´ d u é u ‰ ½ � Û Ü \ � 1 • • dj § • k é � ˜ Ü © � �

Û \ � 1 • • k Œ U é Ù � ) K • "

� , § ù ¿ › X Œ ± ¦ ^ D Õ Ý 
 ê â ( � 5 ~ � • ; þ Ú Ý 
 † ¥ þ ƒ

¦ ž � O Ž þ " � | ^ Ý 
 � ƒ ' 5 § · ‚ ¢ S þ Œ ± ‰ � • Ð ˜ 
 "

· ‚ Ú \ V à a E â 5 u y Ú | ^ 1 � m � ƒ ' 5 § Ú CPCA 3 � ½ Œ �

� ü � £ Ý 
 � 1 ¤ m 5 Ï é ƒ ' 5 Ø Ó § V à a � Œ � ´ Œ C � § l  U 
 g

· A / L ˆ ù « ƒ ' 5 § ù ˜ A 5 ¦ � · ‚ U 
 �� D Ñ Ý 
 � • Ð � Ø   "

4.3.2.2 V V V à à à a a a

é u Ý 
 M � ˜ ‡ f Ý 
 M[j 1; j 2; : : : ; j r ; k1; k2; : : : ; kl ]§ X J � ¤ Ù z � �

� ƒ Ñ ´ ~ ê § = µ

l1 = l2 ) Mj r 1 k l 1
= Mj r 2 k l 2

; 8r1; r2 2 f 1; 2; : : : ; rg (4.11)
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K · ‚ k µ

M[j 1; : : : ; j r ; k1; : : : ; kl ]L [k1; : : : ; kl ] = [

r ‡ I þz }| {
a : : : a ]T

a = Mj 1k1L k1 + Mj 1k2L k2 + � � � + Mj 1k l L k l : (4.12)

½ Â 4.1. ÷ v ª 4.11� f Ý 
 Œ ± ^ ˜ ‡ � ~ Š V à a £ ½ { ¡ V à a ¤ L « "

· ‚ ¡ ù � � Ý 
 • V à a f Ý 
 "

˜ ‡ V à a Œ ± ^ é A f Ý 
 � 1 ! � Ò 9 � ¤ z � � ~ Š t1; t2; : : : ; tl 5

L « "

‰ ½ ˜ ‡ á u Mn � N � Ý 
 � V à a B[j 1; : : : ; j r ; k1; : : : ; kl ; t1; : : : ; tl ] § Œ

± ½ Â § † ˜ ‡ N ‘ ¥ þ � ¦ È µ

(BL ) j =

( P l
m=1 tm L km e j 2 j 1; j 2; : : : ; j r

0 Ä K

j = 1; 2; : : : ; Mn; (4.13)

� � ˜ ‡ Mn ¥ þ § ù � ˜ 5 § Ý 
 † ¥ þ ¦ { � O Ž E , Ý • Œ Œ ~ � 
 " y

3 • I ‡ l g 2 : ¦ { § l � 1g 2 : \ { § ± 9 • ò ª 4.13� ( J \ \ å 5 ¤ I

� r g 2 : \ { " â d Œ ½ Â V à a � �  µ

W(B) = r + 2l � 1; (4.14)

�  ‡ N 
 O ŽV à a † ¥ þ ƒ ¦ ¤ I 2 : $ Ž � g ê "

é ² w § V à a � Œ § ! Ž � •; Ú O Ž þ Ò � Œ " , 	 § f Ý 
 � V à a

L ˆ v k › ” � k � ? Û & E § Ï • · ‚ Œ ± ” ´ / l V à a L ˆ  ï � 5 �

f Ý 
 "

Ï L ò Ý 
 © ) • V à a f Ý 
 § �� 
 Ý 
 � V à a L ˆ " 5 ¿ � 1� 1�

f Ý 
 o ´ U ^ ˜ ‡ • � � V à a L ˆ § ù ¿ › X ? ¿ Ý 
 � V à a L ˆ o ´

• 3 � " Ø L § · ‚ I ‡˜ ‡ ` z � V à a L ˆ "

4.3.2.3 D D D Ñ Ñ Ñ Ý Ý Ý 
 
 
 � � � V V V à à à a a a

‰ ½ ˜ ‡ D Ñ Ý 
 M § Ù V à a L ˆ ´ e Z V à a Bi � 8 Ü § ÷ v µ

ML �
X

i

Bi L ; 8L (4.15)
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 · ‚ I ‡ é ¦ �

P
i W(Bi ) • � � V à a L ˆ "

ù � � V à a ¯ K ® ² � y ² ´ NP � � � [98]§ 3 � Ù ¥ § · ‚ ‰ Ñ ˜ ‡

Ä u S “ � 8 |¢ � D Ñ Ý 
 V à a •{ "

· ‚ o ´ F " U é � ¦ Œ U Œ � V à a § ù é u ~ � • ; þ Ú O Ž E , 5

Ñ ´ k | � " ,  § Ï é î ‚ ÷ v ª 4.11� V à a f Ý 
   ¬ � ) é õ é �

� V à a § ¦ � V à a � � J Ø U - < ÷ ¿ " ˜ ‡  ‡ � * 	 ´ ? ¿ f Ý 
 Œ

± L ˆ • ˜ ‡ V à a f Ý 
 † ˜ ‡ í � f Ý 
ƒ Ú § ~ X µ

2

6
6
4

1 1
2

3
4 1

1 3
4

3
4 1

1 1
2

3
4 0

3

7
7
5 =

2

6
6
4

1 1
2

3
4 1

1 1
2

3
4 1

1 1
2

3
4 1

3

7
7
5 +

2

6
6
4

0 0 0 0

0 1
4 0 0

0 0 0 � 1

3

7
7
5

ù 4 · ‚ Œ ± � E Ñ � Œ � V à a f Ý 
 § “ d ´ í � f Ý 
 ¥ Ú \ � �

	 š " � ƒ I ‡ 3 � ¡ � S “ L § ¥ ? n K " Ø L • ‡ ò í � Ü © � š " � ê

þ › › 3 Ü n � ‰ Œ S § ù « © )Ò U ‰ · ‚ ‘ 5 Ð ? "

· ‚ l ˜ ‡ ‘ Å ( ½ � Ý 
 � ƒ m © Ï é V à a f Ý 
 § Ä k § T � ƒ �

� Ò � ¤ 
 ˜ ‡ 1 � 1� V à a f Ý 
 § · ‚ S “ / } Á • £ l ¤ � c f Ý 
 ¥

� \ £ í Ø ¤ 1 ½ � " z ˜ ‡ � \ Ú í Ø � ö Š Ñ é A 
 ˜ g é Ý 
 ¥ þ ¦ {

o O Ž þ � U C § · ‚ ½ þ / O Ž ù « U C § ¿ À J U 
 • Œ • Ý ~ � o O Ž

þ � ö Š " ù ˜ L § Ø ä S “ † � 2 • Ã { é � U 
 ~ � o O Ž þ � ö Š § d

ž Ñ Ñ ˜ ‡ V à a § ¿ ò é A f Ý 
 l � Ý 
 ¥ ~ K " Ž { Ø ä ‰ 1 † � 8 I

Ý 
 � ¤ k � ƒ Ñ C ¤ 0"

ù p •  ‡ � ¯ K ´ X Û ( ½ ˜ ‡ V à a é u o O Ž þ � U C " é

u ˜ ‡ r � l � f Ý 
 DÚ § � V à a L ˆ B§ 3 D Õ Ý 
 L ˆ e � O Ž þ

´ 2nnz(D)£ ¼ ê nnz() ^ 5 O Ž Ý 
 š " � � ‡ ê ¤ " ù ´ Ï • · ‚ I ‡ • z ‡

š " � O Ž ˜ g 2 : ¦ { Ú ˜ g 2 : \ { " , ˜ • ¡ § é A V à a L ˆ B � O

Ž þ ´ W(B) " X J 3 L ˆ = † ž Ú \ 
 í � f Ý 
 DR § K Ù z ‡ š " � I ‡ ,

	 ü g 2 : $ Ž " ù � § O Ž þ � U C Œ ± U e ª O Ž µ

� W(D) = 2nnz(D) � (r + 2 l � 1) � 2nnz(DR ) (4.16)

5 ¿ � W(D) Œ U • � § • Œ U • K "

3 Ž { 3¥ ‰ Ñ 
 V à a Ž { � – è § 5 ¿ � é u 1 81 � \ Œ U � ö Š " §

· ‚ • • � c V à a f Ý 
 ¥ V \ ˜ 1 / � § ½ l ¥ í Ø ˜ 1 / � § X J 7 ‡ ò
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Algorithm 3 D Ñ Ý 
 V à a Ž { – è

Ñ \ : D Ñ Ý 
 M

Ñ Ñ : f Bi g, M � ˜ ‡ V à a L ˆ

1: Mc  M.

2: if nnz(Mc) = 0 then

3: ( å

4: end if

5: ‘ Å À J ˜ ‡ š " � (Mc) jk

6: Mb  Mc[j ; k] f Ð © z • ˜ ‡ 1 � 1� f Ý 
 g

7: � Wc  � W(Mb)

8: for all Œ U � ö Š f do

9: if � W(f (Mb)) > � Wc then

10: � Wc  � W(f (Mb))

11: f c  f

12: end if

13: end for

14: if � Wc = � W(Mb) then

15: Ñ Ñ é A Mb� V à a

16: Mc  Mc � Mb

17: = 2

18: else

19: Mb = f c(Mb)

20: = 7

21: end if

¦ ^ � ƒ Š O “ " é u � \ ö Š  ó § � ƒ Š O “ 3 í � Ý 
 ¥ 3 e 
 ˜ ‡ š

" � ¶ é í Ø ö Š  ó § í � Ý 
¥ �é A š " � ò � á Â K " 1 161 � Ý 
 ƒ

~ • 3 Mc �é A   ˜ þ ~ � Ý 
 Mb¥ � ƒ � Š "

4.3.3 ± ± ± › › ›

Ú 3.6.5¥ ƒ q § ± › � © • Å º : O Ž Ú Å ” ƒ O Ž § © O é A ÷ * º Ý

Ú ‡ * º Ý� D Ñ "
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· ‚ ò L « ‚ ¸ 1  � á • « n † � ü � ¤ � Û \ � 1 ¥ þ L § ¿ U

ª 4.13é Ù O Ž V à a ¦ È § ò ( J \ \ å 5 � �

P
i Bi L " O Ž ( J L �

� x �

º: … • ¥ "

Å ” ƒ O Ž 3 GPU¥ U ª 4.8? 1 " 3 ” ƒ X Ú ì ¥ Œ ± �� À ‚ • • Ú «

n ‹ I § ¿ � Î BTF « n � � b(u; v) " · ‚ ò º : ê â � Š � � � 1  ¥ þ Š

• Å ” ƒ � \ � 1 L �
i § ¿ O Ž : ¦ b(u; v) � L �

i �� ” ƒ � X Ú Š "

y k � ã / M ‡ þ U 
 ¦ ^ � ” ƒ Ñ \ M • ì ‡ ê k • § Ï d Ã { 3 ˜ H

± ›¥ ? n ¤ k º: ê â § · ‚ ¦ ^ õ H ± › ¿ Ï L alpha· Ü 5\ \ z H ± ›

� ( J "

4.3.4 ( ( ( J J J 9 9 9 ? ? ? Ø Ø Ø

· ‚ 3 D3DÚ HLSLe ¢ y Ž { § ù ˜ ! ¥ � ž m Ñ ´ 3 ˜ � 3.2Ghz/1GBS

• /NVIDIA 7800 GTX � PCþ ÿ �� "

4.3.4.1 ¢ ¢ ¢ y y y[ [ [ ! ! !

ê â | „ é u Œ „ 5 § · ‚ ¦ ^ 2 � 2� ü æ � § � � 6 � 32� 32� á • « n §

ù • ´ ‚ ¸ 1  � æ � © E Ç " ¤ ± 1  ¥ þ � © E Ç ´ 6144§ D Ñ Ý 
 � ƒ

� Œ U � Š k 5« µ 0:0; 0:25; 0:5; 0:75; 1:0"

' u BTF � ë ê z § ˜ ‡  ‡ � ‡ ¦ ´ \ � 1 æ � • • A ¦ Œ U þ ! §

Ï d · ‚ ¦ ^ [99]¥ � $ / C � ¡ È N � 5 ( ½ Œ ¥ ¡ þ � \ � 1 • • § ©

E Ç � • 8 � 8" é u À ‚ • • § · ‚ ¦ ^ � � � ë ê z § ¿ ¦ ^ � p � © E

Ç § 9 � 12" BTF � | „ ¤ 3D RGBA « n § z ˜ � ê â • é A , ˜ À ‚ • •

� BTF æ � §  ù ´ d 16‡ ê â ¬ � ¤ § z ‡ ô Ú Ï � L « 
 A ½ \ � 1 • •

e V • ‡ � Ç � ˜ m C z "

• 
 ² w X Ú § é BTF ê â ? 1 � Š ´ é  ‡ � " U ì ± þ � | „ § Œ ±

| ^ ã / M ‡ 5 é z ¬ ê â S � ˜ m � � ? 1 � Š § é u À ‚ • • � � Š § •

k ˜ ‡ ë ê U 3 M ‡ ¥ � Š § · ‚ 3 ” ƒ X Ú ì ¥ é � ë ê � Š §  ^M ‡ 5 �

Š � " Ã I 3 \ � 1 • • ? 1 � Š § Ï •· ‚ ° ( / ò � Û \ � 1 � � z \ \ �

ˆ‡ Û Ü \ � 1 • • þ "
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ý O Ž ` z V à a Ž { ´ ý O Ž � ´ ¶ " • 
 \ „ V à a Ž { § · ‚ J Ñ ˜

« Œ À � ` z Ž { § 3 � © Ý 
  Ø ´ � Ý 
 þ O Ž § ù � Ð © š " � ƒ � ‡

ê ~ � 
 § l  U ~ � I ‡ � V à a S “g ê "

‰ ½ ü ‡ n ‘ ¥ þ x Ú y § · ‚ Œ ± �� � © ¥ þ x d:

x d = [ x1; x2 � x1; : : : ; xn � xn� 1]T

Ú È © ¥ þ y I

y I = [
nX

i =1

yi ;
nX

i =2

yi ; : : : ; yn� 1 + yn ; yn ]T

… k µ

x d � y I = x � y : (4.17)

¤ á " | ^ ù ˜ { ü 5 Ÿ § Œ 3 ? \ V à a Ž { ƒ m é Ñ \ � D Ñ Ý 
 ? 1 ?

n § ~ � š " � � ‡ ê "

D Ñ Ý 
 � z ˜ 1 Œ ± � © • 6 � 32‡ • Ý • 32� ¡ ã § z ˜ ‡ ¡ ã é A

• • á • « n þ � ˜ 1 ” ƒ § · ‚ é z ‡ ¡ ã A ^ þ ¡ � � © ö Š " d u D Ñ

Ý 
 � ˜ 1 S ² ~ ¬ ë Y Ñ y ƒ Ó � š " � ƒ " ù ˜ ö Š Ò Œ ± k � ~ � Ý 


¥ š " � ƒ � ‡ ê § Ø L Ý 
 � ƒ � Œ U � Š ò C • 9« "

$ 1 ž § I ‡ G Ñ � � 	 “ d ´ ò È © ö Š A ^ � 1  ¥ þ � z ‡ ¡ ã

þ " ù ˜ m • ´ š ~ � � § Ï • • I 3 Ö \ 1  � ž ÿ ? 1 ˜ g $ Ž = Œ " d

ª 4.17́ „ ù � � ö Š ¿Ø ¬ K • Ý 
 Ú ¥ þ � • ª ¦ È "

Ï L ¢ � § · ‚ u y � © • { U 
 k � / ~ � ý O Ž ž m § ,  d u § ¦

� � ƒ � Œ U � Š O \ § … ž Ñ 
 ˜ Ü © � 5 Œ ± Ï L V à a | ^ å 5 � ƒ '

5 § Ï d • ª Ø   Ç   Ñ $ u † � V à a � � � Ø   Ç " Ø + N � § ù „ ´

˜ ‡ ý ? n ž m † Ø   Ç ƒ m � Ü n ò © "

± › ` z • 
 | ^ ± › ž S • – ¯ � ƒ ' 5 § · ‚ Ä k � ¤ ¤ k � V à a ¥

þ ¦ È Bi L § 2 5 ˜ å ? 1 ¤ k � \ \ $ Ž § V à a ¥ þ ¦ È � � • 3 ˜ ‡ …

• PB ¥ " · ‚ H { ¤ k � V à a ¿ é z ˜ ‡ U ª 4.13O Ž

P l
m=1 tm L km " ( J �

� • 3 PB ¥ " · ‚ • D Ñ Ý 
 � z ˜ 1 ‘ o ˜ ‡ V à a ? Ò � L I j § ù � Ò U


 ò ƒ ' � ¤ k V à a � � � ¦ È \ \ å 5 � � ( J ¥ þ ¥ é A 1 þ � Š " –

è 3 Ž { 4¥ ‰ Ñ "
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Algorithm 4 O Ž

P
i Bi L � Ž { – è

Ñ \ :

f Bi g, D Ñ Ý 
 � V à a L ˆ

L , 1  ¥ þ

Ñ Ñ :

L � , Û Ü \ � 1 ¥ þ

1: for all V à a ¢ Ú i do

2: (PB) i  
P l

m=1 tm L km ff tm g; f km g3 Bi ¥ ‰ Ñ g

3: end for

4: for j = 1 to Mn do

5: L �
j = 0

6: for k = 1 to K j do

7: f K j : 1 j 1 é A � V à a ‡ ê g

8: i  (I j )k

9: L �
j  L �

j + ( PB) i

10: end for

11: end for

, 	 § é u � c À : e Ø Œ „ � º : § Ã I é Ù é A � Û Ü \ � 1 ¥

þ L �
� � ƒ ? 1 O Ž § é u À :� $ Ä § L �

Œ ± � � �  ^ "

4.3.4.2 ( ( ( J J J 9 9 9 ' ' ' � � �

ÿ Á | µ · ‚ • ÿ Á Ž { � E 
 3‡ ÿ Á | µ § X ã 4.7¤ « " Ù ¥ 1 ˜ ‡

| µ Seal´ ˜ ‡ H 9 º Y � < Ù § . ¡ ´ ˜ ‡ Ç i " ^ n = 15 � Phong� . Š

• BRDF § BTF � « ¬ w « 3 m e � ¶ 1 � ‡ | µ Helḿ ˜ ‡ £ f Þ » § ·

‚ ¦ ^ 
 ˆ • É 5 � 7 á BRDF[71],[72]Š • BRDF(Rd = 0:58; Rs = 0:42; nu =

16; nv = 160) ¶ 1 n ‡ | µ Chair ´ ˜ ‡ ˜ ˜ 3 / ¡ þ � B « § BRDF ^ �

´ n = 10 � Phong� . "

V à a ‘ X V à a l � D Ñ Ý 
 ¥ � Ä � Ñ 5 § Ý 
 ¥ þ ¦ { � O Ž þ Ø ä

~ � " ã 4.8 Ð « 
 ‘ X V à a ‡ ê � O \  Ø ä e ü � O Ž þ " 5 ¿ � 3 m ©
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L 4.1: V à a ( J

| µ Seal Helm Chair

º: ê 17,763 10,446 16,074

nnz(M) 29.5M 34.5M 34.8M

2 : $ Ž g ê 58.9M 69.1M 69.5M

Ø   � 9.3M 16.9M 8.0M

Ø   Ç 15.8 24.4 11.5

ê â Œ � 177MB 203MB 206MB

Ø   � 32MB 58MB 26MB

Ø   Ç 18.1 28.4 12.7

ý O Ž ž m 12m22s 40m50s 12m48s

� A z ‡ V à a � Ä � Ñ 5 ž § O Ž þ e ü � é ¯ § ,  ‘ X V à a ‡ ê � O

\ § Œ ± | ^ � ƒ ' 5 � 5 � � § � ) � V à a • � 5 � � § O Ž þ � e ü Ç •

‘ ƒ × „ / ü $ " • 
 w ˜ ù « ª ³ § · ‚ 3 ã ¥ î ‹ I þ ¦ ^ � ´ é ê ‹ I "

V à a Ž { � ù ˜ A 5 • J « · ‚ § � u y � ) � V à a � 5 � � ± — u

é O Ž þ A � Ø � ) K • � ž ÿ § Œ ± Ê Ž S “ | ¢ § =  ¦ ^ • { ü � • {

5 ? n • e � š " � " • I ò z ˜ � ¥ ƒ Ó � � ƒ Ü ¿ ¤ ü � � V à a Ñ Ñ =

Œ "

(a) Seal (b) Helm (c) Chair

ã 4.7: V à a Ž { � n ‡ ÿ Á | µ , Seal, HelmÚ Chair
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ã 4.8: V à a ~ � 
 D Ñ Ý 
 ¦ { ¤ I � 2 : $ Ž g ê £ FLOPS¤

Ñ Ñ � ( J ¥ § � . � V à a E Ó õ ê § é u n ‡ ÿ Á | µ § � ƒ ‡

ê r � l 3 100± e � V à a © O Ó � 
 78:1%§ 63:4%Ú 76:9%"

3 L 4.1¥ Ð « 
 V à a Ž { � � J § · ‚ � � 
 10%� 25%� $ Ž Ø   Ç

± 9 12%� 30%� • ; Ø   Ç " 3 ¢ � ¥ § õ g é Ó ˜ | µ ? 1 V à a � � �

• ª Ø   Ç � • � 3 1‡ ± e § ù w « Ž { é u Ð © � ƒ � À � ¿Ø ¯ a "

· ‚ 3 4.3.4.1¥ ‰ Ñ � � © • { U 
 k � ü $ ý ? n ž m " ~ X § é

u Helm| µ § ¦ ^ � ©•{ Œ ± ¦ � ý ? n ž m e ü � � 5 � 1/6 † m " 3 · ‚

� ¢ � ¥ § � © • { � ^ 5 � ) ¯ „ ý A §  L 4.1¥ ‰ Ñ � ý ? n ž m ´ ¦ ^

† � V à a Ž { ��� "

( J ' � · ‚ ò V à a � ± › ( J £ ã 4.11(b)! 4.11(e) ! 4.11(h)! 4.11(k)¤ †

1 ‚ ‹ l � ± › ( J £ ã 4.11(a)! 4.11(d)! 4.11(g)! 4.11(j)¤ ± 9 $ ª V º Ý Ë �

� Ý D Ñ [5]� ± › ( J ( ã 4.11(c)! 4.11(f)! 4.11(i)! 4.11(l))? 1 
 ' � " é u 1

‚ ‹ l ± › § · ‚ ¦ ^ � p � ‚ ¸ 1  æ � Ç ± 9 Œ „ 5 æ � Ç § 6� 128� 128"

d u V à a Ø   ´ Ã › � § ¤ ± Ø � � 5  Ì ‡ ´ d u é Û Ü \ � 1 ? 1 � Š

± 9 1  Ú Œ „ 5 æ � � © E Ç E ¤ � § Œ ± w Ñ · ‚ � ± › ( J Ú 1 ‚ ‹ l

� ( J › © � C " ã ¥ „ ‰ Ñ 
 V à a Ž { e ² þ � ± › v „ Ç § À : $ Ä Ú

1 $ Ä ž � v „ Ç � © O ‰ Ñ £ U 1  / À : ¤ "

ò · ‚ � ( J † ¦ ^ 5� SH�$ ª ( J ? 1 é ' § é ² w § · ‚ � ( J U 


• ý ¢ / Ð y p ª 1 ì � J § ~ X • • ˜ ß � Ò K > . ± 9 p 1 A 5 r � � á

Ÿ � " A O � § d u Helm| µ ¦ ^ � BRDF p 1 A 5 › © r � § ± – u 3 SH±

› µ e e ¬ � ) ² w � 1 ‚ � J "
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ã 4.9: ˜ ‡•E , � | µ

• 
 ÿ Á Ž { � Œ �   5 § · ‚ „ 3 ˜ ‡ • • E , � | µ e ? 1 
 ÿ Á §

| µ d 4Ü B « Ú ˜ Ü S f � ¤ § ˜ � k 50k† m � º : § ý O Ž s � 2‡ � ž §

ý O Ž ( J � Œ � • 86.8MB§ ± › ² þ v Ç ´ 3.7/14.5fps" ± › ( J X ã 4.9¤

« "

L 4.2: Ø Ó Ø   •{ † V à a Ž { e ² þ ± ›v Ç � ' �

| µ Seal Helm Chair

V à a 9.6 5.3 10.8

� Å 2.2 1.6 3.1

CPCA 3.7 3.4 3.3

· ‚ „ ò V à a Ž { † Ù ¦ Ø   Ž { ? 1 
 ' � § • ) Ä u � Å � š ‚ 5

C q • { [35]± 9 CPCA[34]§ ± › v Ç � ' � ( J 3 L 4.2¥ ‰ Ñ § ± › ( J �

' � 3 ã 4.10¥ ‰ Ñ " · ‚ N � � ü « Ž { � ë ê ¦ � Ø   � • ; þ Ä � ƒ � §

¿ ' � ± › v Ç Ú Ÿ þ " Œ ± w Ñ § ‰ ½ • ; þ e § V à a Ž { U J ø • Ð �

± › � Ç Ú Ÿ þ § � Å Ú CPCA � � � ( J k ² w � × \ §  · ‚ � • { Ú 1

‚ ‹ l � ( J ƒ ' « O Ø Œ § • ´ d u Œ „ 5 æ � � © E Ç ƒ é � $  E ¤ 


˜ ½ § Ý� � 
 "
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(a) 1 ‚ ‹ l (b) V à a £ 8.8fps¤

(c) � Å £ Ó � •; þ e ¤ £ 1.8fps¤ (d) CPCA £ Ó � •; þ e ¤ £ 3.7fps¤

ã 4.10: ˆ « D Ñ Ý 
 Ø   •{ � ' �
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(a) 1 ‚ ‹ l (b) V à a 8.5/41.2 fps (c) $ ª V º Ý Ë � � Ý D Ñ

(d) 1 ‚ ‹ l (e) V à a 10.4/70.3 fps (f) $ ª V º Ý Ë � � Ý D Ñ

(g) 1 ‚ ‹ l (h) V à a 5.3/35.5 fps (i) $ ª V º Ý Ë � � Ý D Ñ

(j) 1 ‚ ‹ l (k) V à a 10.8/53.1 fps (l) $ ª V º Ý Ë � � Ý D Ñ

ã 4.11: 1 ‚ ‹ l ! V à a Ž { 9 $ ª V º Ý Ë � � Ý D Ñ � ' �
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3 J [ | µ ¥ † Ô N � ƒ p Š ^ § ¿ L y d d � ) � ˜ X � 1 ì � J " d u ù
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 3 ˆ « � p
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Ž Š • ý O Ž ‰ 1 ¿ • ; O Ž ( J § $ 1 ž | ^ ù Ü © O Ž ( J 5 J p 1 ì O

Ž � � Ç "

8 c § Ä u ý O Ž � � Û 1 ì ² E â � Ì ‡ ¯ K ´ § d u Ã { 3 $ 1 ž ¯
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Ž • { ± 9 † ƒ é A � ± › • { " ï Ä  : ´ | ^ ž ˜ ë Y 5 5 ¢ y ý O Ž ê

â �  ^ ½ ¯ „ • # § ± 9 é ý ? n ê â � k �Ø   •{ "

5.1 � � � © © © ó ó ó Š Š Šo o o ( ( (

3 � © � 1 ˜ Ü © ¥ § · ‚ Ä k J Ñ 
 � : | § ù ´ ˜ « ‚ ˜ m ¥ � ý ?
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¿ U ‚ ˜ m ¥ � ^ S é � : ê â ? 1 | „ " · ‚ J Ñ 
 ˜ « ü Ú � ¯ „ × £ Ž

{ 5 ¯ „ ) ¤ � : | § ¿ | ^ ‚ ˜ m ¥ � ë Y 5 5 é � : ê â ? 1 Ø   " 3 $

1 ž § � Û 1 ì ² O Ž ¤ I � Œ þ ¦ � $ Ž � = z • � : | ¥ � � Î ö Š ± 9

Œ „ 5 ¼ ê �  � " · ‚ © Û ˆ « ^ r � p e ¤ I � ý O Ž ê â � • # § ¿ •

Œ • Ý � é O Ž ( J ? 1  ^ " ù Ü © ó Š � Ì ‡ � z 3 u § Ä k § J Ñ 
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« # � Œ „ 5 L ˆ • { 5 \ „ $ 1 ž � Œ „ 5 O Ž § ù ˜ L ˆ ¢ S þ • U ^ u

Ù § I ‡ Œ „ 5 O Ž � ¯ K þ § ~ X - E u ÿ ! Ô n y – � [ ± 9 i Z ¥ � <

ó œ U � " Ù g § J Ñ 
 ˜ ‡ Ä � | µ ¥ � � p ª � Û 1 ì ² Ž { § A O / § U


 | ± | µ ¥ Ô N � / C "  ù ˜ • { � Û • 3 u § ý O Ž ( J � • ; I ‡ ž

Ñ Ø � � ˜ m § , 	 § $ Ž þ ¬ ‘ X 1  � E , § Ý  O Œ "

1 � Ü © ¥ § · ‚ J Ñ 
 ˜ « ^ ¥ ñ 	 f 5 é Ô N ? 1 C q � • { § Ï L

� þ ¥ N Ò U 
 £ ã Ô N � $ ª Œ „ 5 A � § ¿ … 3 Ô N / C ž Œ ±  ^ ¥
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ñ 	 f � Œ „ 5 " • 
 \ „ 1 ì O Ž ž � È © $ Ž § ¥ � ¼ ê £ SH¤ Œ ± � ^

5 5 £ ã $ ª � 1  ! Œ „ 5 ± 9 Ô N L ¡ � ‡ � A 5 § ù � È © $ Ž Ò = z

• SH� n  È $ Ž § l  ; • 
 é Ø Ó • • � \ � 1 � J � \ \ " 5 ¿ � Ú \

¥ ñ 	 f C q ¬ ¦ � ë † O Ž � Œ „ 5 ¼ ê ê þ Œ Œ O \ § · ‚ J Ñ 
 ˜ «

é ê ˜ m ¥ � ý O Ž • { § ò $ 1 ž � SHÈ $ Ž = z • ¦ Ú $ Ž Ú ˜ g SH•

ê £ SHEXP¤ $ Ž § w Í J p 
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